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单隐层感知机神经网络对权扰动的敏感性计算

曾晓勤,何嘉晟

(河海大学计算机与信息工程学院,江苏 南京摇 210098)

摘要: 为使 MLP 神经网络对权扰动的敏感性计算算法更符合实际需求,提出一个不依赖隐层向量

相互独立假设的敏感性计算算法。 该算法通过自底向上依次计算单个神经元和单个层的敏感性来

获得整个网络的敏感性,并采用数值计算方法给出敏感性的数学表达式。 以 UCI 数据集为基础,
验证该算法的计算精度,结果表明该算法得到的敏感性理论值能较好地逼近敏感性的模拟值。
关键词: 敏感性;神经网络;单隐层感知机

中图分类号:TP183摇 摇 摇 文献标志码:A摇 摇 摇 文章编号:1000 1980(2013)04 0360 05

Computation of sensitivity of
single hidden鄄layer perceptron to weight perturbation

ZENG Xiaoqin, HE Jiasheng
(College of Computer and Information Engineering, Hohai University, Nanjing 210098, China)

Abstract: In this study, an algorithm was developed to compute the sensitivity of a single hidden鄄layer perceptron
to weight perturbation. This algorithm, which only requires that the first layer爷s input elements be independent of
each other but which has no such a restriction on the hidden layer, is more adaptable to real applications. The
sensitivity was computed bottom鄄up: the sensitivity of a neuron was considered first and the entire network was
considered subsequently. The sensitivity expression was obtained with the numerical calculation method.
Experimental results on UCI datasets verified the precision of the proposed algorithm. The computed value
approached the theoretical value.
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神经网络对于参数扰动的敏感性是衡量网络性能的重要尺度,如衡量容错性能与泛化性能等。 目前有

关学者已从不同角度、采用不同方法对不同神经网络模型做了许多研究[1鄄6],研究结果被应用于解决神经网

络研究领域里的一些热点问题,如提高网络容错性能与泛化性能[7鄄8]、网络结构和属性的筛选[9鄄10]、改进学习

算法[11鄄12]等。 笔者拟在 Zeng 等[5鄄6]的研究基础上,通过函数逼近来避免求解多重积分,推导 2 层前馈连续型

单隐层感知机(MLP)神经网络对权扰动的敏感性计算公式。 推导中只要求输入层输入的分量相互独立,不
再假设隐层输入的分量必须相互独立,使得计算出的敏感性更符合实际情况,也在一定程度上提高了计算

精度。

1摇 MLP 神经网络及符号定义

通常情况下,设一个 MLP 神经网络有 L 层,第 l(1臆l臆L)层有 nl(nl逸1)个神经元。 对第 i(1臆i臆nl)个
神经元,输入为 Xl =(xl,1,xl,2,…,xl,nl-1)

T,输入扰动为 驻Xl =(驻xl,1,驻xl,2,…,驻xl,nl-1)
T,它的权为 Wl,i =(w l,i1,

w l,i2,…,w l,inl-1)
T,它的权扰动为 驻Wl,i = (驻w l,i1,驻w l,i2,…,驻w l,inl-1)

T,偏置为 bl,i,激活函数为 f l(x),输出为

yl,i = f l(Xl
T·Wl,i+bl,i)。 对于第 l 层,每一个神经元的输入都是相同的 Xl。 层权为 Wl = {Wl,1,Wl,2,…,
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Wl,nl},输出为 Y l =(yl,1,yl,2,…,yl,nl)
T。 神经网络的输入是第 1 层的输入 X1,输出是最后一层的输出 YL。

MLP 神经网络是由若干个神经元组合成层,然后层与层之间前后连接构成的网络。 相邻层的神经元全连接,
同一层与非相邻层的神经元无连接,除了输入层与输出层之外的层都称为隐层。 不计输入层,其余每一层的输入

都是前一层的输出。 同一层每一个神经元都有相同的激活函数 f l(x),常见的激活函数为 S 形函数:

f l(x) = 1
1 + e -x 或 摇 f l(x) = ex - e -x

ex + e -x (1)

摇 摇 在解决某些问题时,根据网络输出范围的要求,输出层的激活函数可能设为线性函数:
fL(x) = x (2)

摇 摇 笔者只讨论单隐层的 MLP 神经网络,即 L = 2,因为已经证明,只要隐层神经元数目足够多,单隐层的

MLP 神经网络可以逼近任意的连续函数[13]。 本文用 E(x),D(x),准(x)分别代表随机变量 x 的数学期望、方
差、密度函数。

2摇 MLP 神经网络权扰动敏感性定义

在 MLP 神经网络的参数发生扰动时,网络输出会产生相应变化。 MLP 神经网络参数敏感性就是反映参

数改变对网络输出的影响程度。 敏感性的定义通常不唯一。 现实中,网络输入或者权发生扰动最为常见。
笔者主要研究权扰动产生的输出扰动:

驻yl,i = f l[Xl
T·(Wl,i + 驻Wl,i) + bl,i] - f l(Xl

T·Wl,i + bl,i) (3)
在隐层中 Xl 也有扰动,这是因为 MLP 神经网络前一层权的改变会影响后一层的输入。 对于一个训练好的

MLP 神经网络,它的 Wl,i,bl,i都是确定的,理论上只要有 Xl 和 驻Wl,i就可以计算得到 驻yl,i。 在定义敏感性

时,把网络的输入看作是随机变量,其他参数都视为常数,这样的敏感性是基于所有输入的敏感性。 又由于

输入扰动产生的影响可正可负,为避免求期望时正负相消,敏感性便定义为输出变化绝对值对所有输入的

期望。
定义 1:对第 l(1臆l臆L)层的第 i 个神经元, 定义它的敏感性 sl,i是 驻Wl,i的函数:

sl,i = EXl
( f l[(Xl + 驻Xl) T·(Wl,i + 驻Wl,i) + bl,i] - f l(Xl

T·Wl,i + bl,i) ) (4)
摇 摇 定义 2:第 l 层的敏感性定义为该层所有神经元的敏感性构成的向量:

Sl = ( sl,1,sl,2,…,sl,nl)
T (5)

摇 摇 定义 3:整个 MLP 神经网络的敏感性定义为输出层的敏感性:
SMLP = SL = ( sL,1,sL,2,…,sL,nL)

T (6)

3摇 MLP 神经网络权扰动敏感性计算公式推导

对于单隐层 MLP 神经网络,需要计算的敏感性只有 2 个,即隐层和输出层的敏感性。 在本文的计算过
程中,始终假设输入层的输入分量 x1,i是相互独立的。
3郾 1摇 隐层神经元的敏感性

第 1 层第 i 个神经元的敏感性为

s1,i = EX1
( f1[X1

T·(W1,i + 驻W1,i) + b1,i] - f1(X1
T·W1,i + b1,i) ) (7)

摇 摇 为简化推导过程,作如下符号替换:
zl,i = Xl

T·Wl,i 摇 驻zl,i = Xl
T·驻Wl,i (8)

摇 摇 因为激活函数(S 形函数)是单调递增函数:

s1,i =
E( f1( z1,i + 驻z1,i + b1,i)) - E( f1( z1,i + b1,i)) 驻z1,i 逸0
E( f1( z1,i + b1,i)) - E( f1( z1,i + 驻z1,i + b1,i)) 驻z1,i <{ 0

(9)

因此要得到 s1,i,只需要计算 E( f1( z1,i+驻z1,i+b1,i))和 E( f1( z1,i+b1,i))。
根据期望的定义,有

E( f1( z1,i + 驻z1,i + b1,i)) = 乙 }…
n0

乙f (1 移
n0

j = 1
x1,j(w1,ij + 驻w1,ij) + b1, )i 准(x1,1)…准(x1,n0)d(x1,1)…d(x1,n0)

(10)
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摇 摇 式(10)为一个 n0 重积分,直接计算很难。 笔者使用 Remez 算法[14]将激活函数 f1(x)逼近为一个多项式

之和,同时式中的每一项可以继续展开。 Remez 算法是采用逐次逼近思想的求连续函数最佳一致逼近多项

式的近似算法。 对于一个给定的连续函数,可以找到在给定区间上的 p 次最佳一致逼近多项式 P(x):

f1(x) 抑 P(x) = 移
p

t = 0
ctxt (11)

式中:p———多项式的最高次,且当它取值越大时,f1(x)和 P(x)的差距越小;ct———多项式系数,对于给定的
p 和 f1(x),在指定区间内,可以通过 Remez 计算得到。

将式(11)代入式(10),可得 E( f1( z1,i+驻z1,i+b1,i))的逼近多项式为

E( f1( z1,i + 驻z1,i + b1,i)) 抑 移
p

t = 0
ctE( z1,i + 驻z1,i + b1,i) t (12)

摇 摇 将式(12)中的( z1,i+驻z1,i+b1,i) t进行多项式展开,并求期望得

E(( z1,i + 驻z1,i + b1,i) t) = 移
a1+…+an0+1 = t

t!

仪
n0+1

k = 1
(ak)!

仪
n0

k = 1
E(x1,k) a[ ]k 仪

n0

k = 1
(w1,ik + 驻w1,ik) a )[ ]k ban0+1

1,{ }i
=

移
a1+…+an0+1 = t

t! b an0+1
1,i

仪
n0+1

k = 1
(ak)!

仪
n0

k = 1
(w1,ik + 驻w1,ik) ak乙xak

1,k 准(x1,k)dx1,k (13)

式中:ak———非负整数,0臆ak 臆 t; 移
a1+…+an0+1 = t

———取遍所有使得 a1 +a2 +…+an0 +an0+1 = t 成立的 ak 序列;

准(x1,1),准(x1,2),…,准(x1,n0)———每一维输入的密度函数,多数情况下它们是不同的。
经过类似推导可得

E( f1( z1,i + b1,i)) 抑 移
p

t = 0
ctE(( z1,i + b1,i) t)

E(( z1,i + b1,i) t) = 移
a1+…+an0+1 = t

t!

仪
n0+1

k = 1
(ak)!

仪
n0

k = 1
wak

1,( )ik ban0+11,i 仪
n0

k = 1
乙xak

1,k 准(x1,k)dx1,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

k

(14)

3郾 2摇 输出层神经元的敏感性

对于单隐层 MLP 神经网络的输出层,第 k 个神经元的敏感性为
s2,k = E( f2((X2 + 驻X2) T·(W2,k + 驻W2,k) + b2,k) - f2(X2

T·W2,k + b2,k) ) (15)
摇 摇 为求 s2,k,只需要求得 E( f2((X2+驻X2) T·(W2,k+驻W2,k)+b2,k))和 E( f2(X2

T·W2,k+b2,k))。
由于 s1,i已知,令 b2,k忆 = s1,q (w2,kq+驻w2,kq)+b2,k(常数替换不影响后面计算),并将 E( f2((X2+驻X2) T·

(W2,k+驻W2,k)+b2,k))进行多项式逼近,得

E( f2((X2 + 驻X2) T·(W2,k + 驻W2,k) + b2,k)) 抑移
p

t2 = 0
ct2E([(X2 + 驻X2) T·(W2,k + 驻W2,k) + b2,k] t2) =

移
p

t2 = 0
ct2 ( [E 移

n1

q = 1
x2,q(w2,kq + 驻w2,kq) + b2, ]k忆

t

)
2

(16)

摇 [将 移
n1

q = 1
x2,q(w2,kq + 驻w2,kq) + b2, ]k忆

t2
进行多项式展开,代入式(14)并求期望得

( [E 移
n1

q = 1
x2,q(w2,kq + 驻w2,kq) + b2, ]k忆

t

)
2

=

移
a1+…+an1+1 = t2

t2!

仪
n1+1

r = 1
(ar)!

( {E 仪
n1

r =
[

1
移

p

t = 0
ct( z1,r + b1,r

t) a ] }r 仪
n1

r = 1
(w2,kr + 驻w2,kr) a[ ]r b an1+12, )k忆

(17)

其中 (E 仪
n1

r =
[

1
移

p

t = 0
ct( z1,r + bt

1,r) a ] )r = E 仪
n1

r = 1
移

p

t = 0
ct 移

d1+…+dn0+1 = t

t!

仪
n0+1

s = 1
ds!

bdn0+11,r 仪
n0

s = 1
xds
1,s仪

n0

s = 1
wds

1,
æ

è
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ø
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同理可得

E( f2(X2
T·W2,k + b2,k)) =移

p

t2 = 0
ct2E 移

n1

i = 1
x2,iw2,ki + b2,( )k

t
( )2 =

移
a1+…+an1+1 = t2

t2!

仪
n1+1

r = 1
ar!

(E b2,k
an1+1仪

n1

r = 1
移

p

t = 0
ct( z1,r + bt

1,r) a[ ]r 仪
n1

r = 1
w2,kr

a( ) )r (18)

摇 摇 由于输入层的输入分量 x1,s是相互独立的,于是计算期望时的多重积分可以变为一重积分的积,因此式

(17)是可计算的。 由于已经证明单隐层 MLP 神经网络可以逼近任意连续函数,因此本文算法解决了 MLP
神经网络权扰动敏感性的计算问题。

4摇 算 法 验 证

以 UCI 数据集[15]为基础,通过对比 MLP 神经网络参数敏感性的模拟值和算法得到的理论值验证所提

算法的准确性。 笔者采用 MATLAB 7郾 11郾 0(R2010b)版本的神经网络工具箱获取模拟值,MATLAB 获取理

论值。
从 UCI 数据集中取出 iris,wine,vehicle 共 3 组数据集,针对每组数据集训练几个不同的 MLP 神经网络。

训练完毕后,随机生成 1 万个正态分布的权扰动值。 然后将输入再次输入网络,得到 MLP 神经网络权扰动

敏感性的模拟值。 将权扰动值、网络输入、权等代入式(16)(17)可得到理论值。
实验结果如下:实验 1,iris 与 wine 数据集,输入维数为 4,输出维数为 1,输入样本数为 150,网络均方误

差均小于 0郾 005,权扰动期望为 0,方差为 0郾 1;实验 2,iris 数据集,输入维数为 4,输出维数为 1,输入样本数

为 150,网络均方误差均小于 0郾 005,隐层节点数为 5,权扰动期望为 0,方差分别为 0郾 05,0郾 3,0郾 5;实验 3,
vehicle 数据集,输入维数为 18,输入样本数为 878,网络均方误差均小于 0郾 01,隐藏节点数为 7,权扰动期望

为 0,方差为 0郾 1。
从模拟结果(表 1 ~ 3)可以看出,模拟值与理论值有一定的差异,但是就趋势而言,基本保持一致。 也就

是使用本算法计算出的理论值可以作为一个相对尺度来应用。

摇 摇 摇 表 1摇 iris 和 wine 数据集不同隐层节点数的模拟结果

摇 摇 摇 Table 1摇 Simulated results of sensitivity for
摇 摇 摇 nodes of different hidden layers ( iris and wine datasets)

隐层节
点数

敏感性模拟值 敏感性理论值

iris wine iris wine
4 0郾 174 350 0 0郾 281 16 0郾 402 840 0 0郾 628 730
5 0郾 002 143 5 0郾 515 72 0郾 007 699 2 0郾 058 728
7 0郾 058 601 0 0郾 183 37 0郾 116 704 0 0郾 224 710

表 2摇 iris 数据集不同权扰动方差的模拟结果

Table 2摇 Simulated results of sensitivity for
different variances of weight perturbation ( iris dataset)

权扰动方差 敏感性模拟值 敏感性理论值

0郾 05 0郾 002 143 5 0郾 007 699 2
0郾 30 0郾 076 011 0 0郾 121 994 0
0郾 50 0郾 160 410 0 0郾 310 800 0

表 3摇 vehicles 数据集激活函数为 S 形函数与

线性函数的模拟结果

Table 3摇 Simulated results of sensitivity for
different activation functions (vehicle dataset)

激活函数 敏感性模拟值 敏感性理论值

S 形函数 0郾 349 55 0郾 560 51
线性函数 0郾 302 08 0郾 513 07

5摇 结摇 摇 语

在将 MLP 神经网络敏感性定义为输出变化绝对值

对所有输入的期望的基础上,通过 Remez 算法推导了敏

感性的近似计算公式。 实验数据检验结果表明,敏感性

的理论值能较好地逼近模拟值,两者间的误差由算法中

使用函数逼近所致。 在逼近过程中选用的多项式次数越

高,则计算精度越高;无论多项式次数的多少,理论值和

模拟值的变化趋势基本上保持一致。
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