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基于 PETSc 的有限元高性能求解方法
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摘要: 基于科学计算工具箱 PETSc 提供的应用开发平台,针对单机多核计算机开发出一种线性并

行求解器。 用 C++类的形式封装求解线性有限元问题必需的数据和操作,并行使用迭代法求解线

性有限元问题。 算例测试结果表明,在内存为 3G 的四核计算机上可以计算节点数达 80 万的三维

线性有限元问题;在运行 2 个进程计算时加速比达到 1郾 81,4 个进程计算时为 3郾 24;求解器对于病

态方程组有良好的适应能力;对于材料弹性模量相差 10 万倍的有限元模型,迭代也能收敛。
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Finite element high鄄performance solution based on PETSc
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2. Engineering Branch, Nanjing Water Planning and Designing Institute Co. , Ltd. , Nanjing 210006, China)

Abstract: Based on the application and development platform provided by the calculation toolbox PETSc, a parallel
linear solver was developed for single multi鄄core computers. Data and operations that are necessary for an FEM
analysis were packaged in the form of a class provided by C++, and the linear FEM iteration method was used to
solve problems in parallel. Test results show that 3G memory and four nuclear computers can compute a 3D linear
FEM with a number of nodes of 800 000. The speedup ratio was up to 1郾 81 for two processes and 3郾 24 for four
processes. The solver has a good ability to adapt to morbid equations. Iteration can converge for the finite element
model with elastic modulus of materials differing by 100 000 times.
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随着工程技术领域的不断开拓和发展,对大型复杂结构的分析要借助高阶数值分析模型[1] 和大规模数

学计算,以保证数值解的精度[2]。 在普通的计算设备上采用传统的串行计算面临着因计算资源不足而无法

计算以及计算时间过长、工作效率低的问题。 使用高性能计算机进行并行有限元分析是解决上述难题的一

个方案[3鄄4]。 自从美国国家航空航天局 NASA 的 Noor 等[4] 在 1975 年发表第 1 篇有限元并行计算的论文以

来,有限元并行算法的研究越来越具体和广泛,适用于不同类型计算机的有限元并行算法也相继产生。
20 世纪 90 年代以来,单处理机的计算速度不断提高,并行计算机的体系结构趋于成熟,数据传输网络的标

准化和传输速率的大幅度提升,使得并行计算机的研制周期从几年缩短至几个月,为研制并行计算机系统创

造了有利条件[5鄄7]。 高性能计算机的发展势头异常迅猛,拥有并行计算功能的有限元软件[8] 也相继出现。
李根国等[9]将 NASTRAN 在“神威 I冶超级计算机系统上进行移植和并行计算功能的二次开发,获得了成功。
一些优秀的并行数值算法包也日益引起关注。 借助并行算法包开发有限元并行程序无需考虑复杂的数据分

布和通信,大大降低了有限元并行计算的难度和成本,缩短了开发周期[10]。
可移植可扩展科学计算工具箱 PETSc (portable, extensible toolkit for scientific computation)由一套数据

结构和程序组成,由美国 Argonne 国家实验室承担开发并获得成功,主要用于分布式存储环境下高效求解偏
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微分方程组及相关问题的求解[3]。 PETSc 在软件实现上采用 ANSI C 和消息传递标准接口 MPI[11鄄12]。 针对

单处理机多核计算机,笔者利用 PETSc 提供的高层应用程序开发平台开发出一种线性并行求解方法,并应

用编写的相应求解程序对求解器进行了测试。

1摇 PETSc 的数据结构

PETSc 的方程组求解器组件定义在各种数据结构组件之上,包括线性方程组求解器 KSP、非线性方程组

求解器 SNES、时间依赖方程求解器 TS。 PETSc 基于基础线性代数子程序库 BLAS、线性代数包 LAPACK、
MPI 等实现计算功能。 PETSc 为用户提供了丰富的 Krylov 子空间迭代方法和预条件子[13鄄14],并具有错误检

测、性能统计和图形打印等功能。 基于 PETSc 提供的大量对象和求解库,用户可以灵活地开发自己的应用

程序,还可随意添加和完善某些功能。
PETSc 的数据结构包括向量 Vec、矩阵 Mat、网格管理对象、索引与排序、结构网格 DA 以及无结构网格

的 IS 对象。 用户在 PETSc 环境下编写串行或并行应用程序时,要按照固定的框架结构来编写,即对于一般

的应用对象均需要声明、创建、设置、使用和销毁。

2摇 基于 PETSc 的有限元求解器概况

基于 PETSc 的有限元并行求解器(以下简称求解器)以 C++类[15] 的形式存在,求解器的类封装了一般

线性有限元分析所必需的数据及操作,用户按照给定的格式提供数据,依次调用成员函数,即可完成一个有

限元的并行分析,得到位移解。 使用求解器时,可以通过改变变量 nfreedom 值来改变有限元分析的类别,如
nfreedom 值设为 1 时,对应的是一维有限元问题,nfreedom 值为 2 和 3 则分别对应平面和空间有限元问题。
自定义的单元结构体 StructElement,对外提供一个单元刚度矩阵计算程序接口,用户可以自由地将自定义单

元接入程序。 求解器的类能方便地扩展单元类,具有一定的通用性和可扩展性,它继承了 PETSc 工具箱所

提供的运行时选项(runtime option)、性能分析等功能,即在求解时可以改变求解程序的迭代方法、预条件方

法等设置,这些功能为测试程序的效率提供了方便。
2郾 1摇 求解器结构

求解器在耗时较多的分析部分进行并行处理,具体流程如图 1 所示。 当程序运行到插入节点力、形成荷

载列阵和引入边界条件、修改方程组模块式时,进程 0 要向后层其他各进程广播这些信息。 当程序运行到计

算矩阵预分配参数模块时,各进程之间要保持相互通信。 最后,各进程把各自计算出的结果返回到进程 0,
并保存结果,结束计算。 并行分析部分包括预分配、形成总刚度矩阵及求解方程组,这些部分消耗的时间一

般情况下占整个过程的 90%以上,而且这一比例会随着计算规模的增大而增大,用如上并行方式求解线弹

性问题,理论上能取得很好的效果。

图 1摇 求解器流程

Fig. 1摇 Flow chart of solver

2郾 2摇 求解器调用

求解器提供的可选设置选项说明如下:
a. SetElement(intType,intmaxnode)与 SetElement( int

Type,proc-ESElementStiffer)是提供接口给用户接入自己

的单元类型。 其中参数 Type 是单元类型号,求解器默认

类型为八节点六面体空间等参元;参数 maxnode 为该类

型单 元 的 节 点 数; 自 定 义 指 针 函 数 类 型 proc-

ElementStiffer 则为指向该单元类型的单刚求解程序。 通

常这 2 条设置应该设置在初始化函数 SolverInitialize( )
之后。

b. SetKSPType ( char*ktype) 与 SetPCType ( char*
ptype)语句用于设置子空间迭代法的类型,和 PETSc 工具

箱的命名一样。 子空间迭代法的类型 ktype 可以是

KSPCG,KSPGMRES,KSPTCQMR,KSPBCGS,KSPTFQMR,
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KSPCR,KSPLSOR,KSPBICG 中的任何一种。 预条件法的类型 ktype 包括 PCJACOBI,PCBJACOBI,PCSOR,
PCEISENSTAT。

c. SetTolerances(double abstol, double rtol, double dtol, int maxits)用于设置迭代收敛参数,前 3 个参数

是基于 l2 鄄范数 移 i
x2( )i

1 /
( )

2
的剩余范数相对下降量 rtol,剩余范数的绝对值 atol 及剩余中的相对增加

量 dtol。 Maxits 则为最大迭代次数。
d. SetTimeInfo()函数用于保存求解时间明细,包括各主要部分的时间消耗,以此来分析求解效率。

SaveBinary()与 SaveInfo()是将刚度矩阵和等效节点力列阵分别保存为文本形式和二进制形式,但只在单进

程下有效。 其中二进制保存的格式为 PETSc 规定的格式。 使用求解器的类,即为依次调用类中的成员函数

来实现有限元分析的过程。 求解器的一个完整的使用示例如下:
SOLVER S;声明一个求解器对象

S. Solver Initialize(argc,args);求解器初始化

if(S. rank=0)
S. Read Information(Char* path);由根进程读入数据

Set Element(int Type,int maxnode);设置单元节点数,Type 为单元类型编号

Set Element(int Type,proc-ES Element Stiffer);设置单刚求解程序

S. Preallocation();创建矩阵、向量结构、矩阵预分配

S. Add KERE();计算单刚、组集总刚和节点力列阵

Set KSP Type(char* ktype);设置求解迭代方法

Set PC Type(char* ptype);设置预条件方法

S. Set Bound Condition();根据边界条件修正支配方程

Set Tolerances(double abstol,double rtol,double dtol,int maxits);设置收敛误差

Save Binary();保存系数矩阵和右端顶,仅单进程运行时有效

Save ASCII();文本保存系数矩阵和右端项,仅单进程运行时有效

S. SOLVE();求解方程组

S. Get Answer();保存结果

Set Time Info();保存时间耗用明细

S. Finalize();结束

表 1摇 水闸材料参数

Table 1摇 Material parameters of water lock

部位 弹性模量 / Pa 泊松比

闸身 2郾 8伊1010 0郾 167
桩基 3郾 0伊107 0郾 350
地基 1郾 5伊107 0郾 350

3摇 求解器的输入输出

求解器的输入目前提供了 2 种形式: 读入文件和传入网格信息结构体指针。 用户在调用

Solver Initialize()函数进行初始化以后,即可在进程 0 里接受该结构体指针或执行读入文件函数。 如以读入

文件的方式输入,需要读入节点信息、单元信息、材料信息、约束信息、节点力信息。
求解器的输出包括 3 个部分:(a)方程构成。 求解器能够在一个进程运行时输出方程的系数矩阵和右

端项,默认的状态是不输出,用户需要在求解方程之前将其设置成输出。 输出文件的格式有文本文档和二进

制格式。 文本文档可供查阅,保存时间较长,存储较大;二进制格式存储小,速度快,可由 PETSc 程序读入。
(b)求解信息。 求解网格信息的简要说明,求解设置,以及可选的时间信息,供性能分析使用。 (c)方程的

解。 包括方程的解和节点的位移矢量大小,在文件的开始则为位移的最大值及其节点号。

4摇 算 例 分 析

笔者以计算某软土地基上水闸在自重荷载下所产生

的位移为算例,对本文所开发的并行求解器进行测试。
水闸结构由 3 部分组成:闸身、桩基、软土地基,材料参数

见表 1。 本文仅作线弹性分析,故将地基和桩基密度置

为零,闸身密度为 2500 kg / m3,以计算由水闸自身重力产
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图 2摇 水闸结构及整体网格

Fig. 2摇 Structure of water locks and overall grid

生的位移。 因水闸结构对称分布,因此取其一半结构进行建模[16]

计算(图 2)。 从求解器求解规模、并行效率、对于病态方程组的迭

代收敛情况来测试本文开发的并行求解器。 求解环境为一台四

核 I5、主频为2郾 8 GHz的 32 位台式机,可使用内存为 3 G。
4郾 1摇 求解规模

按网格疏密将水闸结构离散为八节点六面体单元网格,
表 2为 6 组有限元模型的网格信息,图 2 为网格单元数为 51 112
的水闸网格图。 对每一组有限元模型都进行四进程并行求解,
计算的时间如表 2 所示。

第 6 组模型在计算时由于每个进程的内存使用都超过

600 M,系统需要使用虚拟内存,导致计算时间达到 2 409郾 33 s。 在同样的计算环境下,单进程能计算节点数

不超过 40 万的网格,Ansys 软件能求解节点数不超过 20 万的线弹性问题,可见本文求解器能在普通的多核

计算机下处理更大规模的网格。
取节点数为 58 622 的网格模型比较本文求解器和 Ansys 软件计算得到的节点位移,两者的 x,y,z 方向

最大位移及总位移间的误差分别为 0,0,0郾 007% ,0郾 001% ,最大位移值的误差不超过 1 / 10 000(表 3)。 将节

点位移导入软件 Tecplot 中,绘制位移云图。 本文求解器得到的位移云图与 Ansys 结果分布规律基本一致。
求解器在提高收敛精度下能得到更精确的解,但因迭代次数增加而消耗更多的时间。

表 2摇 不同规模的网格信息

Table 2摇 Grid information with different scales

组号 单元总数 节点总数 方程总数 求解时间 / s 组号 单元总数 节点总数 方程总数 求解时间 / s

1 51 112 58 622 175 866 26. 82 4 367 646 395 292 1 185 876 288. 46

2 101 748 112 670 338 010 54. 07 5 532 224 567 365 1 702 095 432. 48

3 162 925 178 007 534 021 97. 13 6 805 566 852 135 2 556 405 2 409. 33

表 3摇 本文求解器和 Ansys 软件计算的部分节点的结果对比

Table 3摇 Comparison of node calculation results obtained by solver developed in this study and ANSYS software

方法
x 方向 y 方向 z 方向 节点最大位移

节点号 最大位移 / m 节点号 最大位移 / m 节点号 最大位移 / m 节点号 位移 / m
Ansys 软件 36 894 0郾 014 924 16 644 -0郾 064 978 56 732 0郾 013 412 16 644 0郾 065 469
本文求解器 36 894 0郾 014 924 16 644 -0郾 064 978 56 732 0郾 013 411 16 644 0郾 065 468

图 3摇 不同网格规模下最大节点位移

Fig. 3摇 Maximum displacement of
node for different scales of grid

不同规模网格计算得出的最大节点位移值如图 3 所

示,可看出随着单元总数增加,节点最大位移值也逐渐增

大,此现象符合有限单元法中位移近似解是从下方逼近

精确解的理论,因而水闸结构的最大位移应该在 0郾 067 m
附近。
4郾 2摇 并行加速效果

为验证并行加速效果,选取节点总数为 178 007 的网

格数据,分别进行 1 ~ 4 个进程的并行计算。 迭代方法为

共轭 梯 度 法 ( CG) [17], 预 条 件 子 为 块 雅 可 比 方 法

(bjacobi)。 图 4 为程序在单机多进程并行求解时的并行

加速比、并行效率与进程数相关关系曲线。
程序的并行分析部分主要包括矩阵预分配参数计算、形成总刚度矩阵和迭代求解方程组。 表 4 列出了

程序主要并行部分的并行加速比和并行效率。 由表 4 可知,求解器用于计算求解矩阵分配参数的时间较少,
对于一个节点数为 17 万的网格,计算时间不到 1 s。 计算单元刚度矩阵、组集总刚度矩阵时,由于并行程度
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较高,其加速效果比较理想。 另外,求解的迭代次数随着进程数目的增加而变大。

图 4摇 1 ~ 4 个进程计算时的

并行加速比与并行效率

Fig. 4摇 Parallel speedup ratio and

efficiency for one to four processes

求解器由于其总刚度矩阵的计算采取了精确预分配空间的

方法,只存非零元素,故程序运行时占用内存较小。 多个进程运

行时,每个进程占用内存会明显减小。
4郾 3摇 对于病态方程组的迭代收敛

在有限元中,若结构材料参数相差过大会导致支配方程呈

病态,即出现迭代次数过多或者迭代不收敛的问题。 PETSc 提

供的迭代法的预条件子,能有效地解决或缓解这一问题。 不考

虑实际情况,将闸身的弹性模量作表 5 所示改变,即改变闸身弹

性模量使之分别相差 10 倍、100 倍至 100 万倍。 将这 7 组模型

分别进行 4 个进程的并行迭代求解,得出的位移与 Ansys 软件计

算出的位移进行对比(表 6)。 由表 6 可得,采用预条件子技术

后,求解程序的迭代方法对因材料参数相差过大 (最大相差

10 万倍)而产生的病态方程组具有良好的适应能力。

表 4摇 并行分析各部分的并行加速比和并行效率

Table 4摇 Parallel speedup ratio and efficiency for various parts

进程数
矩阵预分配 计算单元刚度矩阵及组集总刚度矩阵 求解方程组

时间 / s 并行加速比 并行效率 时间 / s 并行加速比 并行效率 时间 / s 并行加速比 并行效率

1 0郾 594 1郾 00 1郾 00 26郾 66 1郾 00 1郾 00 289郾 01 1郾 00 1郾 00
2 0郾 347 1郾 71 0郾 85 13郾 99 1郾 91 0郾 95 159郾 20 1郾 82 0郾 90
3 0郾 253 2郾 34 0郾 78 9郾 29 2郾 87 0郾 96 106郾 76 2郾 71 0郾 90
4 0郾 207 2郾 86 0郾 72 7郾 01 3郾 80 0郾 95 88郾 33 3郾 27 0郾 81

表 5摇 闸身弹性模量变化

Table 5摇 Lock body elastic
modulus change Pa

组号
桩基

弹性模量
软土

弹性模量
闸身

弹性模量

1 3郾 0伊107 1郾 5伊107 2郾 8伊107

2 3郾 0伊107 1郾 5伊107 2郾 8伊108

3 3郾 0伊107 1郾 5伊107 2郾 8伊109

4 3郾 0伊107 1郾 5伊107 2郾 8伊1010

5 3郾 0伊107 1郾 5伊107 2郾 8伊1011

6 3郾 0伊107 1郾 5伊107 2郾 8伊1012

7 3郾 0伊107 1郾 5伊107 2郾 8伊1013

表 6摇 修改材料参数后求解器的计算结果

Table 6摇 Calculated results of solver after
material parameters were modified

组号
闸身弹性模量
相差的倍数

求解
时间 / s 迭代次数 收敛情况

1 1 12郾 032 3 267 收敛

2 10 15郾 966 5 406 收敛

3 100 23郾 131 0 638 收敛

4 1 000 26郾 448 2 747 收敛

5 10 000 29郾 389 3 837 收敛

6 100 000 38郾 110 4 1 118 收敛

7 1 000 000 不收敛

5摇 结摇 摇 语

基于 PETSc 的数据结构(矩阵 Mat 和向量 Vec)和线性求解器(KSP)组件开发了有限元求解器,并以水

闸在自重荷载下所产生的位移为算例,对该求解器进行了测试。 测试结果表明,该求解器能在普通的内存为

3G 的四核计算机上,计算高达 80 万节点的线弹性有限元问题,并行加速效果也较为明显(4 个进程计算时

加速比能达到 3郾 24)。 另外由于使用了 PETSc 提供的较为成熟的预条件子技术,求解器对病态方程组也有

良好的适应能力,为求解由于材料参数相差 10 万倍而产生的病态方程组提供了新方法。 由于现阶段各方面

的限制,本文开发的求解器仅仅使用了 PETSc 工具箱的很小一部分功能,程序也有很多地方需要改进。 基

于 PETSc 的有限元高性能求解方法的研究和开发还可以进行以下几方面的深入研究:
a. 对程序进一步完善扩展,能够对线性有限元问题作进一步的求解,如求出应力、应变。
b. 将 PETSc 中的非线性求解器 SNES 和时间步进器 TS 对应到非线性有限元、时间依赖的动力学问题

的求解上。
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c. 本文所开发的求解器是一个没有界面的程序,使用起来不方便,若能将其与图像处理软件结合起来

或自己形成界面将会使该求解器更接近实际应用。
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