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摘要： 为研究土拱效应下挡土墙后砂土的主动土压力，考虑墙土摩擦角对土体滑裂面倾角的影响，
对圆弧形的小主应力拱进行理论分析，计算得到不同深度处的土拱微分体水平宽度及小主应力拱

形状表达式。 根据所得的拱形状，提出沿小主应力拱轴方向划分微分单元体的拱弧微分单元法，并
将其用于求解挡土墙主动土压力，得到了挡土墙主动土压力的理论公式。 与试验数据及其他理论

方法的比较表明该方法所得理论公式与模型试验结果吻合得较好。
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挡土墙上土压力的计算一直是土木、水利、市政工程中的重要课题。 经典的朗肯与库伦土压力理论由于

计算简单，概念明确，在工程实践中得到了广泛应用。 然而，这两大经典理论得到的土压力均为线性分布，
Ｆａｎｇ等［１］、Ｓｈｅｒｉｆ等［２］、周应英等［３］、岳祖润等［４］通过大量室内试验证明：墙背土压力为非线性分布。

土拱效应是自然界中十分常见的一种现象。 １９４３ 年，Ｔｅｒｚａｇｈｉ［５］通过著名的活动门试验证实了土拱效

应的存在，并把它定义为土压力从屈服区域转移到邻近静止区域的现象。 Ｈａｎｄｙ［６］将土拱定义为小主应力

的轨迹，通过对平行墙间小主应力的理论分析得出其形状为悬链线，并假定挡土墙后滑裂面处小主应力为水

平方向，得到墙后土压力分布。 Ｐａｉｋ等［７］则假定挡土墙后滑裂面的水平倾角 β 为一常数（π ／ ４＋φ ／ ２，φ 为土

体内摩擦角），将土拱简化为圆弧形，由水平层微分单元法得到墙后土压力。 王元战等［８⁃９］假定滑裂面的水
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平倾角 β 不随墙土摩擦角 δ 变化，利用水平微分单元体在水平和竖直方向上的静力平衡条件，建立了土压力

分布的理论公式，得到了非线性的土压力分布。 蒋波等［１０⁃１１］在 Ｈａｎｄｙ和 Ｐａｉｋ的基础上考虑墙土摩擦角对挡

土墙后土体滑裂面的影响，计算并绘制出悬链线及圆弧形的土拱形状，得出了很接近的土拱迹线，并用水平

层微分单元法求解了挡土墙主动土压力。 应宏伟等［１２］考虑墙土摩擦角对墙后土体滑裂面的影响，计算出简

化的圆弧形土拱，并绘出不同内摩擦角和墙土摩擦角时的土拱形状。 王梅等［１３］考虑土拱效应，将圆弧形小

主应力偏转轴简化为直线型，改进水平层微分单元法，提出了沿简化的小主应力偏转轴来划分微分单元的

方法。
笔者考虑墙土摩擦角对土体滑裂面倾角的影响，在蒋波等［１０⁃１１］、应宏伟等［１２］工作的基础上，为简化计

算，假定圆弧形的小主应力拱，经过推导给出了土拱轨迹在不同深度的计算公式，得到圆弧形的土拱形状，提
出了拱弧微分单元法，并用其求解得到挡土墙后主动土压力强度分布的理论公式，最后通过与前苏联学者

Ｔｓａｇａｒｅｌｉ［１４］试验数据及其他方法的比较分析，对本文方法的合理性进行验证。

图 １　 挡土墙后小主应力拱

Ｆｉｇ． １　 Ｍｉｎｏｒ ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｒｃｈ
ｂｅｈｉｎｄ ｒｅｔａｉｎｉｎｇ ｗａｌｌ

１　 挡土墙小主应力拱形状分析

　 　 假设拱形状为圆弧状（图 １，其中 σｗ是挡土墙对土体

的力，亦即所要求的主动土压力，θｗ为墙土接触点处土体

大主应力与水平方向的夹角，αｗ为墙土接触点处小主应

力与水平方向的夹角，θｗ＋αｗ ＝π ／ ２，αｓ为滑裂面处小主应

力与水平方向的夹角），则拱弧切线与水平方向的夹角 α
为土拱弧长 Ｓ 的一次函数，根据弧长公式 Ｓ ＝Ｒθ（Ｒ 为圆

的半径，θ 为圆心角）可得 α＝αｗ－ＡＳ＝ ｆ（Ｓ），其中 Ａ＝ １
Ｒ
。

由
ｄｙ
ｄｘ
＝ ｔａｎα、ｄＳ

ｄｘ
＝ １＋ ｄｙ

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

可得

ｄＳ
ｄｘ

＝ １ ＋ ｔａｎ２α( )
１
２ （１）

　 　 式（１）对 ｘ 积分得

　 　 　 ｘ ＝∫ｃｏｓ（αｗ － ＡＳ） ｄＳ ＝ － １
Ａ
ｓｉｎ（αｗ － ＡＳ） ＋ Ｃ１ 　 （２）

　 　 由边界条件 Ｓ＝ ０时，ｘ＝ ０、α＝αｗ ＝π ／ ２－θｗ以及式（２）可得

ｓｉｎαｗ － Ａｘ ＝ ｓｉｎ（αｗ － ＡＳ） （３）

　 　 将式（３）代入
ｄｙ
ｄｘ
＝ ｔａｎα 得

ｄｙ
ｄｘ

＝ ｔａｎ αｗ － ＡＳ( ) ＝ ｔａｎ ａｒｃｓｉｎ（ｓｉｎαｗ － Ａｘ）[ ] （４）

　 　 当拱与挡土墙接触点位于地面以下 ｄ 时，有边界条件 ｘ＝ ０、ｙ＝ｄ，由此边界条件及式（４）得

ｙ ＝ １
Ａ
１ － ｓｉｎαｗ － Ａｘ( ) ２ ＋ ｄ －

ｃｏｓαｗ
Ａ

（５）

２　 土拱微分体水平宽度 Ｌ 的计算

土拱微分体水平宽度为土拱微分单元体在水平方向投影的宽度，即如图 １中 Ｌ 所示。
由图 １中几何关系可得

Ｌ ＋ ∫Ｓｓ
０

ｓｉｎα
ｔａｎβ

ｄＳ ＝ Ｈ － ｄ
ｔａｎβ

（６）

式中：Ｓｓ———拱弧的长度。

　 　 将 α＝αｗ－ＡＳ、Ｓｓ ＝
αｗ－αｓ

Ａ
代入式（６）可得

０５１
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Ｌ ＋ ∫
αｗ－αｓ

Ａ

０

ｓｉｎ αｗ － ＡＳ( )

ｔａｎβ
ｄＳ ＝ Ｈ － ｄ

ｔａｎβ
（７）

　 　 由滑裂面倾角与大主应力面的夹角 η ＝ π
４
＋ φ
２
可知：当 ｘ ＝ Ｌ 时，α ＝ αｓ ＝

π
４
＋ φ
２
－β，β、θｗ可由文献［１２］得

图 ２　 土拱形状

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｏｉｌ ａｒｃｈ ｓｈａｐｅ

到。 将此边界条件代入式（３）可得

Ａ ＝
ｓｉｎαｗ － ｓｉｎαｓ

Ｌ
（８）

　 　 由式（７）、式（８）得

Ｌ ＝ Ｈ － ｄ

ｔａｎβ ＋
ｃｏｓαｓ － ｃｏｓαｗ
ｓｉｎαｗ － ｓｉｎαｓ

（９）

　 　 图 ２ 为根据式 （ ５） 绘出的 Ｔｓａｇａｒｅｌｉ［１４］ 试验中

Ｈ＝ ４􀆰 ０ ｍ挡土墙对应的土拱形状。

３　 拱弧微分法求解挡土墙主动土压力

　 　 拱弧微分单元分析法的分析计算模型如图 ３ 和图 ４
所示。 首先通过图 ４（图 ３中虚线圆部分的详图）沿 ｘ′轴
（应力 σｎ的负方向）、ｙ′轴方向力的平衡条件得

图 ３　 小主应力拱计算模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ
ｍｉｎｏｒ ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｒｃｈ

　 　
图 ４　 滑裂面处单元受力图（图 ３ 中虚线圆详图）
Ｆｉｇ． ４　 Ｆｏｒｃｅｓ ａｃｔｉｎｇ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｎ

ｓｌｉｄｉｎｇ ｐｌａｎｅ （ｄｅｔａｉｌｓ ｉｎ ｃｉｒｃｌｅ ｉｎ Ｆｉｇ． ３）

σ１ ｃｏｓ（αｓ ＋ β）
ｄｙｃｏｓαｗ
ｔａｎ（αｓ ＋ β）

＋ σ３ ｄｙｃｏｓαｗ ｃｏｓ（
π
２

－ αｓ － β） ＋ ｄｗ１ ｃｏｓβ － σｎ
ｄｙｃｏｓαｗ
ｓｉｎ（αｓ ＋ β）

＝ ０ （１０）

ｆ１
ｄｙｃｏｓαｗ
ｓｉｎ（αｓ ＋ β）

－ σ１ｓｉｎ（αｓ ＋ β）
ｄｙｃｏｓαｗ
ｔａｎ（αｓ ＋ β）

＋ σ３ｄｙｃｏｓαｗｓｉｎ
π
２

－ αｓ － βæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｄｗ１ｓｉｎβ ＝ ０ （１１）

其中 ｆ１ ＝σｎ ｔａｎφ
　 　 联立式（１０）、式（１１）得

ｆ１
ｄｙｃｏｓαｗ
ｓｉｎ（αｓ ＋ β）

－ σ１ ｃｏｓ（αｓ ＋ β）ｄｙｃｏｓαｗ ＋ σ３ ｄｙｃｏｓαｗ ｃｏｓ（αｓ ＋ β） －

ｔａｎβ σｎ
ｄｙｃｏｓαｗ
ｓｉｎ（αｓ ＋ β）

－ σ１ ｃｏｓ（αｓ ＋ β）
ｄｙｃｏｓαｗ
ｔａｎ（αｓ ＋ β）

－ σ３ ｄｙｃｏｓαｗ ｓｉｎ（αｓ ＋ β）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ０ （１２）

　 　 将 σ３ ＝Ｋａ σ１（Ｋａ为主动土压力系数）代入式（１２），整理得

σｎ ＝ Ｋｎ σ１

１５１
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其中 Ｋｎ ＝
ｓｉｎαｓｃｏｓ（αｓ ＋ β） － Ｋａｃｏｓαｓｓｉｎ（αｓ ＋ β）

ｃｏｓβｔａｎφ － ｓｉｎβ
（１３）

　 　 由图 ４中拱体沿 ｘ、ｙ 方向的静力平衡条件得

σｗｄｙ ＋ （σ１ ＋ ｄσ１）∫
αｗ－αｓ
Ａ２

０
ｓｉｎαｄＳ － σ１∫

αｗ－αｓ
Ａ１

０
ｓｉｎαｄＳ － σｎ ｓｉｎβ

ｄｙｃｏｓαｗ
ｓｉｎ（αｓ ＋ β）

＋ ｆ１ ｃｏｓβ
ｄｙｃｏｓαｗ
ｓｉｎ（αｓ ＋ β）

＝ ０　 　 （１４）

ｆ２ ｄｙ ＋ （σ１ ＋ ｄσ１）∫
αｗ－αｓ
Ａ２

０
ｃｏｓαｄＳ － σ１∫

αｗ－αｓ
Ａ１

０
ｃｏｓαｄＳ ＋ σｎ ｃｏｓβ

ｄｙｃｏｓαｗ
ｓｉｎ（αｓ ＋ β）

＋ ｆ１ ｓｉｎβ
ｄｙｃｏｓαｗ
ｓｉｎ（αｓ ＋ β）

－ ｄｗ ＝ ０

（１５）

其中 Ａ１ ＝
ｓｉｎαｗ－ｓｉｎαｓ

Ｌ
＝

Ａｐ
Ｈ－ｙ
　 　 　 Ａ２ ＝

Ａｐ
Ｈ－ｙ－ｄｙ

ｄｗ ＝ ρｇｄｙｃｏｓαｗ
αｗ － αｓ

Ａ１
　 　 　 Ａｐ ＝ （ｓｉｎαｗ － ｓｉｎαｓ）ｔａｎβ ＋ ｃｏｓαｓ － ｃｏｓαｗ

式中： ρ———土体密度。
联立式（１４）、式（１５），并代入式（１３）得

ｄσ１
ｄｙ

＋ Ｐ
Ｈ － ｙ

σ１ ＝ ρｇＱ （１６）

其中　 Ｐ＝
Ｋｎ ＡＰ ｃｏｓαｗ
ｓｉｎ（αｓ＋β）

　 ｃｏｓβ
＋ｔａｎφｓｉｎβ＋ ｓｉｎβ－ｔａｎφｃｏｓβ( ) ｔａｎδ
ｓｉｎαｗ－ｓｉｎαｓ－ ｃｏｓαｓ－ｃｏｓαｗ( ) ｔａｎδ

－１

Ｑ＝
ｃｏｓαｗ αｗ－αｓ( )

ｓｉｎαｗ－ｓｉｎαｓ－ ｃｏｓαｓ－ｃｏｓαｗ( ) ｔａｎδ
式（１６）为 σ１关于 ｙ 的一阶线性非齐次微分方程，可用分离变量法求解：

σ１ ＝
ρｇＱ
Ｐ － １

（Ｈ － ｙ） ＋ Ｃ（Ｈ － ｙ） Ｐ （１７）

式中：Ｃ———待定常数。
由式（１４）、式（１６）和式（１７）得

σｗ ＝ ρｇＱ Ｍ
Ｐ － １

－
ｃｏｓαｓ － ｃｏｓαｗ

Ａｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｈ － ｙ( ) ＋ ＭＣ Ｈ － ｙ( ) Ｐ （１８）

其中 Ｍ＝Ｋｎ
ｃｏｓαｗ
ｓｉｎ αｓ＋β( )

ｓｉｎβ－ｔａｎφｃｏｓβ( ) ＋
ｃｏｓαｓ－ｃｏｓαｗ

Ａｐ
Ｐ＋１( )

式（１８）即为本文推导的挡土墙平移模式下主动土压力强度计算理论公式，其中待定参数 Ｃ 可由边界条

件确定。 当地面无外荷载时，可由 ｙ＝ ０、σｗ ＝ ０确定 Ｃ＝Ｈ－Ｐ
ρｇＱＨ（ｃｏｓαｓ－ｃｏｓαｗ）

ＡｐＭ
－ ρｇＱＨ

Ｐ－１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 。

４　 实 例 验 证

前苏联学者 Ｔｓａｇａｒｅｌｉ［１４］进行了平移模式下的刚性挡土墙试验。 该试验挡土墙墙背竖直，填土为海沙，
天然密度 ρ＝ １􀆰 ８４ ｇ ／ ｃｍ３，内摩擦角 φ ＝ ３７°，墙土摩擦角 δ ＝ ２８°，挡土墙高度 Ｈ ＝ ２􀆰 ０ ｍ、２􀆰 ５ ｍ、３􀆰 ０ ｍ、３􀆰 ５ ｍ、
４􀆰 ０ ｍ。 本文方法与实测值［１４］、王梅等［１３］方法、应宏伟等［１２］方法以及 Ｐａｉｋ等［７］方法得到的挡土墙主动土压

力如图 ５所示。
从图 ５可以看出，考虑土拱效应的各种方法均能得出平移模式挡土墙主动土压力是非线性分布的，与试

验数据的非线性分布的规律相符。 王梅等［１３］方法、应宏伟等［１２］方法以及 Ｐａｉｋ 等［７］方法相比于实测值整体

偏小，而且随着挡土墙高度 Ｈ 的增加，这种偏差会逐渐增大；而本文方法相比于实测值整体偏大，且随着挡

土墙高度 Ｈ 的增加，这种偏差会逐渐减小，这是由于墙土摩擦角发挥作用的程度有关系，本文认为墙土摩擦

２５１
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角不随着土体深度变化，而实际上墙土摩擦角随着深度会逐渐变小，因而导致计算得到结果在土体深度较大

处与实测结果偏差较大。 与其他方法相比，本文方法与试验数据更为接近，一致性更好。 同时也可以得出，
应宏伟等［１２］、Ｐａｉｋ等［７］所采用的水平层分析法与王梅等［１３］的沿简化的小主应力偏转轴划分微分单元及本

文的沿小主应力轴划分微分单元的拱弧微分法相比，与试验数据偏差较大。 由以上分析可知，本文方法与其

他理论方法相比，与试验数据吻合得更好一些。

图 ５　 不同方法得到的主动土压力强度分布对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｃｔｉｖｅ ｅａｒｔｈ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

５　 结　 　 语

ａ． 考虑墙土摩擦角对土体滑裂面倾角的影响，假定圆弧形小主应力拱，推导出了土拱形状的表达式，根
据土拱形状提出了拱弧微分单元法，并由此求解得到挡土墙的主动土压力的理论计算公式。

ｂ． 根据实际拱形，分析并求解得到了土拱微分体在不同深度处的水平宽度 Ｌ，从而绘出土拱沿不同深度

的形状。
ｃ． 通过与实验数据及其他方法对比分析，本文提出的拱弧微分法更接近于试验结果，验证了本文方法

在理论上的合理性。
ｄ． 本文的计算过程适用于砂性土，对于黏性土的黏聚力如何考虑还有待进一步的研究。
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·简讯·

第八届全国河湖治理与水生态文明发展论坛将在南昌市召开

为加强河湖治理技术交流，由中国水利技术信息中心、东方园林股份有限公司主办，江苏省水利学会、清
华大学东方生态研究中心、长江科学院等协办，水利部鄱阳湖水资源水生态环境研究中心承办的第八届全国

河湖治理与水生态文明建设发展论坛将于 ２０１６年 ４ 月 ８—１０ 日在江西省南昌市召开。 大会主题：喜迎“十

三五”开局，加快推进生态水利建设大发展。 征文内容主要包括：（ａ）最严格的水资源管理制度；（ｂ）水环境

治理与水生态修复；（ｃ）滨水景观设计与生态护坡；（ｄ）海绵城市建设与水系规划；（ｅ）ＰＰＰ 模式与加强我国

水利现代化建设结合；（ ｆ）水利现代化技术（大数据）应用与水利智库建设。
会议电子文件请浏览网站：ｗｗｗ．ｍｅｅｔｉｎｇ．ｅｄｕ．ｃｎ

（本刊编辑部供稿）
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