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求解拱坝极限荷载的增量弹性有限元迭代法

钱向东，钮如嵩

（河海大学力学与材料学院，江苏 南京　 ２１００９８）

摘要： 为了克服弹性补偿法每一步计算量太大的问题，结合弹塑性分析法和塑性极限分析法的优

点，提出求解复杂结构极限荷载的增量弹性有限元迭代法（ ＩＥＦＥＩＭ）。 该方法以荷载因子 β 为变

量，采用自适应增量调整技术，迭代逼近满足平衡条件和屈服条件的最大荷载因子 βｍａｘ。 与弹塑性

分析法相比，ＩＥＦＥＩＭ 只需材料的强度准则，不需要材料屈服、破坏后的本构关系；与塑性极限分析

法相比，ＩＥＦＥＩＭ 只需增量定向搜索逼近荷载因子最大值，无需开展大范围搜索的规划算法；与弹性

补偿法相比，只需形成一次整体刚度矩阵，无需每一步重新形成整体刚度矩阵，可以有效地减少每

次迭代的计算量。 工程实例表明，ＩＥＦＥＩＭ 可以有效地求得高拱坝的极限荷载，并可以给出临近极

限状态时的结构性状。
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极限荷载是结构承载能力的重要指标，可用于复杂工程结构的整体安全度评价。 求解结构极限荷载的

方法一般有 ２ 种［１］：增量弹塑性分析法和塑性极限分析法。
增量弹塑性分析法的本质是追踪加载历史，以增量形式施加荷载，逐步逼近结构的极限状态。 此方法可
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以了解结构的塑性破坏过程，能够获得加载过程中结构的位移、应变、应力等信息，但必须严格知道结构的加

载历史和材料的本构关系。
塑性极限分析法是一种简化的方法，假定材料为理想塑性材料，采用上、下限定理直接对结构的极限状

态进行分析，将求解极限荷载的问题转化为一个有约束的数学规划问题。 此方法不必考虑结构的加载历史，
也无需材料的本构关系，对于简单的结构可以非常方便地求得结构的极限荷载。

为了避免复杂的弹塑性计算和大量的数学规划运算，Ｍａｃｋｅｎｚｉｅ 等［２］提出了一种简单高效的基于弹性迭

代的数值方法，即降低模量法（ｒｅｄｕｃｅｄ ｍｏｄｕｌｕｓ ｍｅｔｈｏｄ）， 并发展为弹性补偿法（ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，
ＥＣＭ） ［３］和修正的弹性补偿法（ＭＥＣＭ） ［４］。 ＥＣＭ 法仅需要若干步弹性有限元迭代便可求得极限载荷，在每

一次弹性有限元分析中，通过调整单元的弹性模量引起应力的重新分布，来模拟塑性失效行为。 作为一种评

价结构极限承载能力的方法，ＥＣＭ 在压力容器设计与安全评定中得到了广泛应用［５⁃７］。
拱坝作为典型的三维复杂结构，其极限承载能力的估算一直是难题。 一方面，由于混凝土及岩石类材料

的力学性能、破坏形式、后继本构关系的复杂性，准确地模拟结构的破坏—失效过程显得非常困难［８⁃１１］。 另

一方面，由于结构的复杂性，采用有限元与数学规划相结合的极限分析方法［１２⁃１５］，变量数和约束条件数十分

庞大，导致了超高维空间中数学规划的“维数障碍”问题，目前还难以克服。 宋鹏等［１６］ 尝试采用弹性补偿法

分析拱坝的极限荷载下限，通过承载比均匀度与基准承载比调整单元弹性模量的策略求解极限承载力系数，
但所设定的基准荷载以及表达的名义应力并不能合理地反映拱坝的安全或失效性能。

尽管弹性补偿法不需要采用弹塑性本构关系，但每次迭代均需要重新形成一次整体刚度矩阵，求解一个

新的弹性问题。 迭代过程类似于牛顿法，对大规模问题仍然需要大量的计算时间。
为了克服弹性补偿法每一步计算量太大的情况，笔者拟结合增量弹塑性分析法和塑性极限分析法的优

点，针对下限分析，构造一种只需要初始弹性刚度矩阵，通过增量定向搜索确定极限荷载因子近似值的迭代

算法。

１　 下限定理及其积分表达式

下限定理可叙述为：与静力容许场对应的外荷载不大于真实的极限荷载，即任意与静力容许场对应的外

荷载是极限荷载的一个下限［１７］。 因此，所有下限的最大值就是极限荷载。
设作用在结构上的体荷载为 ｐｉ，表面荷载为 􀭰ｐｉ，假定只有表面荷载为可变荷载，并按荷载因子 β 比例加

载，即 􀭰ｐｉ ＝βｑｉ，则下限定理的数学表达式为

ｍａｘ β （１）

ｓ．ｔ．

σｉｊ，ｊ ＋ ｐｉ ＝ ０　 　 　 （在 Ｖ 内）
σｉｊ ｎ ｊ ＝ βｑｉ 　 　 　 （在 Ｓσ 上）
ｆ（σｉｊ） ≤ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２）

式中： σｉｊ———结构的应力张量；Ｖ———结构体；Ｓσ———结构的应力边界；ｎ ｊ———应力边界的方向余弦；ｆ（σｉｊ）≤
０———屈服条件。

利用虚功率原理可以将平衡条件和应力边界条件表示为积分形式，则与式（１）（２）等价的下限定理的积

分表达式为

ｍａｘ β （３）

ｓ．ｔ． ∫Ｖ σｉｊ ε̇ｉｊｄＶ － ∫
Ｖ
ｐｉ ｕ̇ｉ ｄＶ － β∫

Ｓσ
ｑｉ ｕ̇ｉｄＳ ＝ ０　 　 ∀ｕ̇ｉ ∈ Ｕ̇∗

ｆ（σｉｊ） ≤ ０

ì

î

í
ïï

ïï
（４）

式中：ｕ̇ｉ———任意机动许可的位移速率；Ｕ̇∗———机动场集合；ε̇ｉｊ———与 ｕ̇ｉ对应的应变速率。

２　 下限分析的有限单元法

微分形式（式（１）（２））或积分形式（式（３）（４））所表示的下限定理实质上是一个约束最优化问题。 对

于复杂结构，难以直接求解，一般可采用有限元法对结构进行离散，建立数值型的约束最优化问题。 由积分

４０２
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形式的下限定理可导出下限分析的有限元格式：
ｍａｘ β （５）

ｓ．ｔ．
Ｅσ ＝ βＲｑ ＋ Ｒｐ

ｆｉ（σｉ） ≤ ０　 　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ＮＦ）
{ （６）

其中 Ｒ ∪
ｅ
Ｒｅ，ｐ ＝∪ｅ ∫ＶｅＮ

ＴｐｄＶ　 　 　 Ｒｑ ＝∪ｅ Ｒｅ，ｑ ＝∪ｅ ∫Ｖ ｅ
ＮＴｑｄＶ

Ｅ ＝∪
ｅ
Ｅｅ ＝∪ｅ ［Ｗ１ Ｊ １ＢＴ

１，…，Ｗｉ Ｊ ｉＢＴ
ｉ ，…，ＷＮＧ

Ｊ ＮＧ
ＢＴ

ＮＧ
］

式中：Ｅ———整体平衡矩阵，由各单元平衡矩阵 Ｅｅ集合而成；σ———全部 Ｇａｕｓｓ 点的应力向量；Ｒｐ、Ｒｑ———与体

荷载 ｐ、面荷载 ｑ 等效的整体结点荷载向量，由单元结点荷载向量 Ｒｅ，ｐ、Ｒｅ，ｑ集合而成；σｉ———第 ｉ 个 Ｇａｕｓｓ 点

的应力向量；ＮＦ ＝ＮＧ ＮＥ———屈服条件的个数；ＮＧ———每个单元的 Ｇａｕｓｓ 点数；ＮＥ———离散系统的单元总数；
Ｎ———单元位移形函数矩阵； Ｗｉ、 Ｊ ｉ、Ｂｉ———单元 ｅ 第 ｉ 个 Ｇａｕｓｓ 点的权系数、Ｊａｃｏｂｉ 行列式和几何矩阵。

式（５）（６）是一个以 β 和 σ为自变量的约束最优化问题，可以采用线性或非线性规划法进行求解。 求解

时，为了降低求解空间的维数，常常把寻求与外荷载平衡的应力向量 σ转变为寻求自平衡的应力向量 σｓ
［１］。

设 σｐ、σｑ分别为结构在不变荷载 Ｒｐ、可变荷载 Ｒｑ作用下的弹性应力，即满足 Ｅσｐ ＝Ｒｐ、Ｅσｑ ＝Ｒｑ，则由 Ｅ
的线性性质可知，弹性应力 σＥ ＝β σｑ＋σｐ满足平衡条件：

ＥσＥ ＝ βＲｑ ＋ Ｒｐ （７）
假定在荷载 βＲｑ＋Ｒｐ作用下，结构的真实应力由弹性应力 σＥ ＝β σｑ＋σｐ和自平衡应力 σｓ叠加而成，即 σ＝σＥ＋
σｓ，则约束最优化问题（式（５）（６））转换为

ｍａｘ β （８）

ｓ．ｔ．
Ｅσｓ ＝ ０
ｆｉ（βσｑｉ ＋ σｐｉ ＋ σｓｉ） ≤ ０　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ＮＦ）

{ （９）

式中：σｑｉ、σｐｉ、σｓｉ———可变荷载弹性应力、不变荷载弹性应力和自平衡应力场对应的第 ｉ 个 Ｇａｕｓｓ 点的应力

分量。
式（８）（９）是一个以 β 和 σｓ为自变量的约束最优化问题，可以采用线性或非线性规划法进行求解。 目前

已有一系列成熟的线性和非线性规划算法［１，１８⁃２１］，但是大多数求解非线性规划问题的方法需要处理 Ｈｅｓｓｉａｎ
矩阵，且对某些屈服函数还存在奇异性。 另外，对于复杂的三维结构由于离散系统未知量和约束条件数巨

大，求解超高维空间中的数学规划问题存在所谓的“维数障碍”，且解的唯一性和收敛性也有待进一步探讨。

３　 增量弹性迭代法

考虑到 β 既是问题的优化变量又是目标函数，对约束最优化问题式（８）（９）可以构造对 β 作一维增量搜

索的迭代算法。 从初始值 β０开始，以增量形式逐渐逼近最大值 βｍａｘ。 算法依据的原则如下：
ａ． 对任意的 β＞０，有 σＥ ＝ β σｑ＋σｐ，如果存在一个自平衡应力向量 σｓ， 即 Ｅσｓ ＝ ０，且满足 ｆｉ（βσｑｉ ＋σｐｉ ＋

σｓｉ）≤０（ ｉ＝ １，２，…，ＮＦ），则 βσｑ＋σｐ＋σｓ 是一个静力许可应力场，β 是极限荷载因子的一个下限，且 β≤βｍａｘ。
ｂ． 设 β 是极限荷载因子的一个下限，对给定的 Δβ＞０，有 β′＝β＋Δβ、σ′Ｅ ＝β′σｑ＋σｐ，如果 ｆｉ（β′σｑｉ＋σｐｉ＋σｓｉ）

＞０（ ｉ＝ １，２，…，ＮＦ），则 β′＞βｍａｘ。
增量弹性迭代法实施步骤如下：
ａ． 给定允许误差 εβ、ε１、ε２，取计算初值 β０ ＝ ０、Δβ０ ＝α、σ０

Ｅ ＝σｐ、σ０
ｓ ＝ ０、Ｒｓ

０ ＝ ０，ｉ＝ １。
ｂ． 若 Δβｉ－１＜εβ，则 βｍａｘ ＝βｉ－１、σ＝σｉ－１

Ｅ ＋σｉ－１
ｓ ，计算结束。

ｃ． βｉ ＝βｉ－１＋Δβｉ－１、 Δσｉ－１
Ｅ ＝Δβｉ－１σｑ、σ０

Ｅ ＝σｉ－１
Ｅ 。

ｄ． 如果满足 ｆ（σｉ－１
Ｅ ＋Δσｉ－１

Ｅ ）≤０，表示 βｉ≤βｍａｘ，则 Δβｉ ＝Δβｉ－１、σｉ
Ｅ ＝σｉ－１

Ｅ ＋Δσｉ－１
Ｅ 、ｉ＋１⇒ｉ，返回 ｂ；如果 ｆ（σｉ－１

Ｅ ＋
Δσｉ－１

Ｅ ）＞０，表示 βｉ＞βｍａｘ，迭代不会收敛，则 Δβｉ－１ ＝Δβｉ－１ ／ ２，σ０
Ｅ⇒σｉ－１

Ｅ ，返回 ｂ。
ｅ． ξ ｊ ＝ ０，若 ｆ ｊ（σｉ－１

ｊＥ ＋Δσｉ－１
ｊＥ ）＞０，则计算 ξ ｊ，使 ｆ ｊ（σｉ－１

ｊＥ ＋ξ ｊ Δσｉ－１
ｊＥ ）＝ ０（ ｊ＝ １，２，…，ＮＦ）。

ｆ． 计算 σｉ
ｓ，其中 σｉ

ｊｓ ＝ －（１－ξ ｊ）Δσｉ－１
ｊＥ （ ｊ＝ １，２，…，ＮＦ）。

ｇ． 计算 Ｒｓ ＝Ｅ（σｉ
ｓ）＝ ∑

ｅ
ＣＴ

ｅ∫
Ｖｅ
ＢＴσｉ

ｊｓｄＶ，其中 Ｃｅ 为单元选择矩阵。
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ｈ． 若 Ｒｓ ／ Ｒｑ ≤ε１，则 Δβｉ ＝Δβｉ－１、σｉ
Ｅ ＝σｉ－１

Ｅ ＋Δσｉ－１
Ｅ ＋σｉ

ｓ、ｉ＋１⇒ｉ，返回 ｂ。
ｉ． 若 Ｒｓ－Ｒ０

ｓ ／ Ｒｓ ≤ε２，则 Δβｉ－１ ＝Δβｉ－１ ／ ２、σ０
Ｅ⇒σｉ－１

Ｅ ，返回 ｂ。
ｊ． σｉ－１

Ｅ ＋Δσｉ－１
Ｅ ＋σｉ

ｓ⇒σｉ－１
Ｅ 。

ｋ． 求解 Ｋ０ Δδ ＝Ｒｓ，其中 Ｋ０为弹性刚度矩阵，Δδ 为由 Ｒｓ引起的弹性位移增量；计算 ΔσＥ，其中 ΔσｊＥ ＝
ＤＢΔδｅ（ ｊ＝ １，２，…，ＮＦ），而 Ｄ、Ｂ、Δδｅ 分别为弹性矩阵、几何矩阵、单元位移增量，然后 Ｒｓ⇒Ｒ０

ｓ ，ΔσＥ⇒Δσｉ－１
Ｅ ，

返回 ｄ。
以上算法实际上就是在每一个 β 的增量步，对违反不等式约束的应力，采用非线性有限元计算中的应力

转移迭代技术，直至应力场 σｉ ＝σｉ
Ｅ＋σｉ

ｓ满足全部约束条件。 因此，也可称之为应力转移法。
计算中根据应力转移迭代的收敛情况，采用自适应的步长（增量）调整技术，当步长 Δβ＜εβ 时，表明已接

近极限状态，即近似达到了 βｍａｘ。 由于与 βｍａｘ对应的应力场满足全部约束条件，因此 βｍａｘ是极限荷载因子的

一个下限。 计算时一般可取 α＝ ０􀆰 ６～１􀆰 ０，εβ ＝ ０􀆰 ０５～０􀆰 ５，ε１ ＝ １０－４ ～１０－６和 ε２ ＝ １０－２ ～１０－４。

４　 工 程 实 例

以黄河拉西瓦水电站的混凝土拱坝为例进行计算分析。 该拱坝为高 ２５０ ｍ、底宽 ４９ ｍ 的对数螺旋式双

曲拱坝。 计算采用的有限元模型如图 １ 所示，其中模拟了 Ｈｆ４、Ｈｆ６、Ｈｆ７、Ｈｆ８、Ｈｆ１０、Ｆ１６６、Ｆ１６４、Ｆ２９、Ｆ１７２、
Ｆ２１１、Ｆ２０１、Ｆ４２１、Ｌ１４５ 等主要断层和软弱带。

图 １　 拉西瓦拱坝三维有限元模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ
Ｌａｘｉｗａ Ａｒｃｈ Ｄａｍ

计算采用的荷载组合为地应力＋坝体自重＋水压力

（上游正常蓄水位∇２５４２ｍ） ＋泥沙压力（∇２ ２９６ ｍ） ＋
渗流＋温升。 坝体混凝土密度为 ２􀆰 ４ ｔ ／ ｍ３、弹性模量为

２０ ０００ ＭＰａ、泊松比为 ０􀆰 ２、热胀系数为 ０􀆰 ０００ ０１ ℃ －１。
其他诸如水库运行参数、温度变化情况、岩体结构分布

和材料参数等参见文献［２２］。
计算时针对不同的材料分别采用不同形式的强度

准则。 对坝体混凝土采用 Ｈ⁃Ｔ⁃Ｃ 四参数准则［２３］，岩石

采用 Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ 准则，建基面和断层采用修正的

Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则。 相关强度参数见文献［２２］。
根据拱坝的承载特点，以上游水压力作为可按比

例增长（超载）的可变荷载，相应的有限元等效结点力

为 β Ｒｑ，这里将水压力超载系数作为荷载因子 β；地应

力、自重、温度、渗流、泥沙等荷载均作为固定荷载，相
应的有限元等效结点力为 Ｒｐ。

采用增量弹性有限元分析时，取 α＝ １􀆰 ０，即 Δβ＝ １􀆰 ０、εβ ＝ ０􀆰 ５、ε１ ＝ １０－５、ε２ ＝ １０－３。 计算过程中当 β ＝ ７􀆰 ０
时迭代不能收敛，于是开始自动缩减增量步长 Δβ，直至 Δβ ＝ ０􀆰 ２５，即 β ＝ ６􀆰 ２５ 时迭代收敛，由于此时 Δβ ＝
０􀆰 ２５ 小于 εβ ＝ ０􀆰 ５，加载结束，可获得水压力极限超载系数 βｍａｘ≈６􀆰 ２５。 此计算结果与文献［２４］由数值分析

和模型试验得出的结果相当吻合，即水荷载超载系数为 ６􀆰 ０～８􀆰 ０。
为了检验临近极限状态时坝体的破坏情况，图 ２ 给出了 β＝ ６􀆰 ０ 和 β＝ ６􀆰 ２５ 时拱坝上下游面的破坏情况。

５　 结　 　 语

ａ． 有限元下限极限分析法可以归结为一个约束最优化问题，荷载因子 β 既是自变量又是目标函数，可
以利用问题的特殊性，寻求有效的求解方法，以克服大规模问题“维数障碍”。

ｂ． 提出的增量弹性有限元迭代法（ＩＥＦＥＩＭ），结合了增量弹塑性有限元和塑性极限分析两类方法的优

点，只需材料的强度准则，不需要材料屈服、破坏后的本构关系；只需增量定向搜索逼近荷载因子最大值，无
需开展大范围搜索的规划算法。

ｃ． 与弹性补偿法（ＥＣＭ）相比，ＩＥＦＥＩＭ 只需形成一次整体刚度矩阵，无需每一步重新形成整体刚度矩

阵，可以有效地减少每次迭代的计算量。
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图 ２　 不同 β 时上下游面破坏区

Ｆｉｇ． ２　 Ｄａｍａｇｅｄ ａｒｅａｓ ｏｎ ｕｐｓｔｒｅａｍ ａｎｄ ｄｏｗｎｓｔｒｅａｍ ｆａｃｅｓ ｏｆ ｄａｍ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ β

ｄ． ＩＥＦＥＩＭ 的本质是常刚度迭代应力转移法，类似于增量弹塑性分析中的常刚度迭代法。 转移应力的

累加构成一个自平衡应力场。 该方法具有简单、高效、易于程序实现等优点。
ｅ． 工程实例的计算表明，该方法可以有效地求得高拱坝的极限荷载，可以给出临近极限状态时的结构

性状。
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·简讯·

河海大学代表团参加中埃大学校长论坛与中国高等教育展

２０１６ 年 ３ 月 ２６ 日，中埃大学校长论坛与中国高等教育展在埃及首都开罗举行，国务院副总理刘延东出

席论坛闭幕式并致辞。 河海大学党委书记朱拓率团参加本次论坛和教育展。
本次论坛由中国教育部主办，主题是“‘一带一路’与中埃人文交流”。 期间，国务院副总理刘延东和埃

及高教科研部部长希哈共同为中国高等教育展剪彩。 在河海大学展台前，刘延东副总理向希哈部长介绍河

海大学是一所有着百年办学历史、以水利为特色的高校。 朱拓书记与希哈部长等官员以及来到学校展台的

埃及学生做了交流，介绍了学校的办学特色与优势，并希望加强校际的合作，共同为“一带一路”建设和中埃

人文交流做出积极贡献。
２０１６ 年是中埃建交 ６０ 周年，举行中埃大学校长论坛和中国高等教育展，是中埃大学之间的一次全方位

展示和深入交流。 与会者就促进中埃教育交流与合作进行了广泛的讨论，提出了诸多建设性意见。
（本刊编辑部供稿）
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