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模袋砂堤防沉降量预测的分数阶灰色模型

李　 倩１，周星德１，周子言２

（１． 河海大学土木与交通学院，江苏 南京　 ２１００９８；２． 河海大学文天学院，安徽 马鞍山　 ２４３０３１）

摘要： 为获得更优的模袋砂堤防沉降预测结果，基于灰色模型，提出一种分数阶灰色模型。 运用

ＭＡＴＬＡＢ 语言编写了相关程序，实现微分阶次到分数阶的改变，并运用该模型对模袋砂滩涂围垦

测试的沉降结果进行实例分析。 分数阶灰色模型与灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型、残差 ＧＭ 模型、ＧＭ（１，１）模

型对比分析表明：（ａ）分数阶灰色模型预测结果更精确，其不仅具有 ＧＭ（１，１）模型前期预测效果好

的优点，而且具有灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型后期预测效果好的优点；（ｂ）分数阶灰色模型的中长期预测结

果稳定性比残差 ＧＭ 模型好。
关键词： 模袋砂堤防；沉降量预测；分数阶；灰色模型；灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型；残差 ＧＭ 模型
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海堤工程是海涂围垦中至关重要的一环，海堤工程的成败直接关系到人民生命财产的安全，影响围垦事

业的发展。 模袋砂多用于临时围堰，随着技术的发展，目前已经出现了采用模袋砂构筑的堤防。 海堤多建于

软土地基上，为确保地基能在稳定状态下工作，在施工过程中及完工后必须对其进行有效监测和信息反馈。
有关地基沉降预测的方法有很多，沉降曲线多符合指数函数［１］，而实际测量结果总会产生奇异，对这种现

象，分形理论具有较好的处理［２⁃３］；多数预测方法具有分段预测的特点，即间或前期预测好，间或后期预测

好，为此出现了组合预测方法［４］；目前公认较好的预测方法当属灰色模型［５⁃７］，主要包括 ＧＭ（１，１）模型［８］、灰
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色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型和残差 ＧＭ 模型［９⁃１０］，其中 ＧＭ（１，１）模型对后期预测效果不好，灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型对前期预

测效果差［１１⁃１２］，残差 ＧＭ 模型适用于中长期预测。
从本质上讲，灰色模型采用整数阶导数反映地基的沉降，如：一阶、二阶导数，这是间断的，中间缺少分

数，如 ３ ／ ２ 等，而实际情况千变万化，符合整数阶导数规律的只是其中一小部分情况，因此分数阶模型与实际

情况更吻合［１３］。 基于灰色模型，笔者提出一种分数阶灰色模型，具体过程如下：首先，根据灰色模型算法确

定系数项和常数项，变整数阶导数为分数阶导数；其次，通过 Ｌａｐｌａｃｅ 变换改为频域表示，假设外激励为由灰

色模型所确定的常数项，构造传递函数；再次，采用 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ 算法［１４］对分数阶进行逼近，通过仿真曲线的走

势来确定分数阶的阶次，进而提出采用一个调节因子以达到与测试数据的最佳吻合。 最后，基于文献［１５］
提供的数据，通过 ＧＭ（１，１）模型、灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型、残差 ＧＭ 模型及本文方法间的对比分析，验证本文方法

的有效性。

１　 灰 色 模 型

灰色模型［５⁃７］（ＧＭ（１，１）模型）的特点是对沉降前期预测较好，设 ｎ 个等距时间序列数据为
􀭵ｘ０ ＝ ［ｘ０（１）　 ｘ０（２）　 …　 ｘ０（ｎ）］ （１）

　 　 式（１）进行一次累加，可得
􀭵ｘ１ ＝ ［ｘ１（１）　 ｘ１（２）　 …　 ｘ１（ｎ）］ （２）

其中 ｘ１（ｋ） ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｘ０（ ｉ）

ｘ１（ｋ）微分方程模型为

ｄｘ１

ｄｔ
＋ ａｘ１ ＝ ｂ （３）

其中［ａ ｂ］ Ｔ ＝（􀭾ＢＴ􀭾Ｂ） －１􀭾ＢＴ􀭾Ａ　 　 􀭾Ｂ＝

－ｚ１（２） １
－ｚ１（３） １

︙ ︙
－ｚ１（ｎ） １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

　 　 􀭾Ａ＝

ｘ０（２）
ｘ０（３）
︙
ｘ０（ｎ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

　 　 ｚ１（ｋ）＝ ０􀆰 ５（ｘ１（ｋ－１）＋ｘ１（ｋ））

式中：ａ———系数项；ｂ———常数项。
式（３）的时间响应序列解为

ｘ１（ｋ ＋ １） ＝ （ｘ１（１） － ｂ
ａ
）ｅ －ａｋ ＋ ｂ

ａ
（４）

　 　 改进的灰色模型中，较普遍的 ２ 种为灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型和残差 ＧＭ 模型。 灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型的特点是对

沉降后期预测较好，其模型的微分方程为

ｄｘ１

ｄｔ
＋ ａｘ１ ＝ ｂｘ２

１ （５）

　 　 式（５）的计算过程与灰色模型完全相同，仅计算中采用的矩阵 􀭾Ｂ 为

􀭾Ｂ ＝

－ ｚ１（２） ( ｚ１（２） )
２

－ ｚ１（３） ( ｚ１（３） )
２

︙ ︙

－ ｚ１（ｎ） ( ｚ１（ｎ） )
２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（６）

　 　 式（５）的时间响应序列解为

ｘ１（ｋ ＋ １） ＝
ａｘ１（１）

ｂｘ１（１） ＋ （ａ － ｂｘ１（１））ｅａｋ （７）

９３４
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　 　 残差 ＧＭ 模型是利用残差序列建立模型，对原模型进行修正，残差序列为 ｅ０（ｋ）＝ ｘ１（ｋ） －ｘ^１（ｋ），其中 ｘ^ｉ

为预测值。 利用此序列的绝对值作为原始数列，建立残差灰色预测模型［９⁃１０］。 残差 ＧＭ 模型的精度比

ＧＭ（１，１）模型好，适用于中长期预测。

２　 分数阶灰色模型

通常使用的导数，如一阶导数、二阶导数，称为整数阶导数，是间断的，中间缺少分数，如 ３ ／ ２ 阶导数。 有

关分数阶的研究近年来开始受到重视，这是由于它是连续的，能够更好地反映实际情况［１３］。 目前有关分数

阶的定义有 ４ 种，本文采用 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 微积分定义，对于初值为零的 β 阶导数可表示为

Ｄβ
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １

Γ（ｍ － β）
ｄｍ

ｄｔｍ ∫
ｔ

ａ

ｆ（τ）
（ ｔ － τ） β－ｍ＋１ｄτ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （８）

式中：β———分数，ｍ－１＜β≤ｍ；ｍ———临近 β 的整数；Γ（∗）———Ｇａｍｍａ 函数。
式（５）所表示的模型为整数阶模型，为了扩展其应用范围，可改写为如下分数阶模型：

Ｄβ
ｔ ｘ１（ ｔ） ＋ ａｘ１（ ｔ） ＝ ｂ（ｘ１（ ｔ）） ２ （９）

　 　 假设外激励为常数项 ｂ，对式（９）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，则频域表示为

Ｈ（ ｓ） ＝ １
ｓβ ＋ ａ

（１０）

　 　 采用 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ 算法对分数阶进行逼近，拟合频率段为（ωｌ， ωｈ），则可构造如下滤波器的传递函数：

Ｇ（ ｓ） ＝ Ｋ 􀰓
Ｎ

ｊ ＝ －Ｎ

ｓ ＋ ωａ
ｊ

ｓ ＋ ω ｊ
（１１）

其中 Ｋ＝（ωｈ） α 　 　 　 ωａ
ｊ ＝ωｌ

ωｈ

ωｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊ＋Ｎ＋０􀆰 ５（１－α）
２Ｎ＋１

　 　 　 ω ｊ ＝ωｌ

ωｈ

ωｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊ＋Ｎ＋０􀆰 ５（１＋α）
２Ｎ＋１

式中：Ｎ———整数；２Ｎ＋１———滤波器的阶次。
用 Ｇ（ ｓ）代替式（１０）中的 ｓβ，可得

Ｈ（ ｓ） ＝
ｓｎｉ ＋ ａ１ ｓｎｉ

－１ ＋ … ＋ ａｎｉ－１ ｓ ＋ ａｎｉ

ｓｎｉ ＋ ｂ１ ｓｎｉ
－１ ＋ … ＋ ｂｎｉ－１ ｓ ＋ ｂｎｉ

（１２）

其中 ｎｉ ＝ ２Ｎ＋１
把式（１２）转换为状态方程：

Ｘ̇（ ｔ） ＝ ＡＸ（ ｔ） ＋ Ｂｂ
􀭴ｘ１（ ｔ） ＝ ＣＸ（ ｔ） ＋ Ｄｂ{ （１３）

式中：Ａ、Ｂ、Ｃ———变换矩阵；Ｘ———状态变量；Ｄ———系数。
由于分数阶导数与初值有关，因此由式（１３）所确定 􀭴ｘ１（ ｔ）应该补充一个常数，即

ｘ１（ ｔ） ＝ 􀭴ｘ１（ ｔ） ＋ ｃ （１４）
其中 ｃ＝ ｘ１（ｎ）－􀭴ｘ１（ｎ）
式中：ｃ———补充的常数， 也称为调节因子

３　 实 例 分 析

为验证本文方法的有效性，以文献［１５］中的实例为对象进行分析，所取数据为客运专线无碴轨道

ＤＫ１２６８＋８３５ 路基中心处每 １０ ｄ 的沉降值（单位：ｍｍ）􀭵ｘ０ ＝［１􀆰 ６５ １􀆰 ５７ １􀆰 ３０ １􀆰 １４ １􀆰 ０１ １􀆰 １８ ０􀆰 ９３ ０􀆰 ７３］。
ＧＭ（１，１）模型预测序列为

ｘ０（ｋ ＋ １） ＝ － １􀆰 ６６１ ８ｅ －０􀆰 １０３ ５ｋ （１５）
　 　 灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型预测序列为

ｘ０（ｋ ＋ １） ＝ － １
３􀆰 ６４７ ９ ＋ ２􀆰 ９３９ ２ｅ －０􀆰 １９８ ２ｋ ＋ １􀆰 １２０ ８ｅ０􀆰 １９８ ２ｋ （１６）

　 　 残差 ＧＭ 模型对残差序列进行灰色建模，结果见表 １。

０４４
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　 　 采用本文方法，滤波器在频域内近似时，Ｎ＝ ４，拟合频率段为［０，１ ０００］（单位：ｒａｄ ／ ｓ），通过式（１４）可确

定调节因子为 ８，然后通过不断变动分数阶 β 确定最佳拟合效果，最终确定阶次为 ０􀆰 ３１４ ２，即
Ｄ０􀆰 ３１４ ５

ｔ ｘ１（ ｔ） ＋ ０􀆰 １０３ ５ｘ１（ ｔ） ＝ １􀆰 ７４８ １ （１７）
　 　 由式（１１）确定 ｓβ，代入式（１２），即可获得的 Ｈ（ ｓ），进而可转换为式（１３）表示的状态方程，限于篇幅，这
里仅给出状态方程结果：

Ａ ＝
Ａ１１ Ａ１２

Ａ２１ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
　 　 ＢＴ ＝ ［１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０］ 　 　 Ｄ ＝ ０􀆰 １１５ ５

Ｃ ＝ ［０　 ０􀆰 ００７ ３　 ０􀆰 ２４８ ８　 １􀆰 ６４６ ０　 ２􀆰 ２３１ １　 ０􀆰 ６３３ ５　 ０􀆰 ０３７ ９　 ０􀆰 ０００ ５　 ０］ × １０６

其中　 Ａ１２ ＝ －０􀆰 ０１０ ７　 　 　 Ａ２１为八阶单位矩阵

Ａ１１ ＝ －［０􀆰 ０００ ５　 ０􀆰 ０３７ ６　 ０􀆰 ６２９ ４　 ２􀆰 ２２４ ９　 １􀆰 ６５２ ２　 ０􀆰 ２５２ ９　 ０􀆰 ００７ ６　 ０］×１０６

沉降预测结果见表 １，从表 １ 可以看出本文预测方法比 ＧＭ（１，１）模型、灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型以及残差 ＧＭ
模型要好。

表 １　 沉降预测结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｌｓ

预测
时间 ／ ｄ

实测值
／ ｍｍ

ＧＭ（１，１） 模型 灰色 Ｖｅｔｈｕｌｓｔ 模型 残差 ＧＭ 模型 本文方法

预测值 ／ ｍｍ 相对误差 预测值 ／ ｍｍ 相对误差 预测值 ／ ｍｍ 相对误差 预测值 ／ ｍｍ 相对误差

３０ １２􀆰 ８８ １３􀆰 ３５ ３􀆰 ６ １３􀆰 ３１ ３􀆰 ３ １３􀆰 １７ ２􀆰 ７ １３􀆰 ０８ １􀆰 ５

６０ １３􀆰 ５７ １４􀆰 ８８ ９􀆰 １ １４􀆰 ３１ ５􀆰 ５ １４􀆰 ００ ５􀆰 ０ １３􀆰 ６３ ４􀆰 ７

９０ １４􀆰 ００ １５􀆰 ８６ １３􀆰 ３ １４􀆰 ９０ ６􀆰 ４ １４􀆰 ３７ ４􀆰 ７ １４􀆰 １３ ０􀆰 ９

１２０ １４􀆰 ２４ １６􀆰 ６３ １６􀆰 ８ １５􀆰 ２３ ７􀆰 ０ １５􀆰 １２ ５􀆰 ８ １４􀆰 ５７ ２􀆰 ３

１５０ １４􀆰 ５２ １７􀆰 ２０ １８􀆰 ５ １５􀆰 ４２ ６􀆰 ２ １５􀆰 ２３ ４􀆰 ５ １４􀆰 ９８ ３􀆰 ２

　 　 ２００８ 年 １２ 月江苏省政府通过了《江苏沿海滩涂围垦开发规划》，２００９ 年 ６ 月国务院批准了《江苏沿海

开发战略规划》，到 ２０２０ 年形成新围垦面积 １ ８０４􀆰 ７７ ｋｍ２，新筑围海围堤 ６７５􀆰 ２８ ｋｍ，促淤导堤总长

１７７． ０５ ｋｍ。 模袋砂围堤类似于模袋围堰，具有用土量少、抗冲刷能力强、施工工艺简单、造价低廉等特点。
其基本原理是采用水力吹填的方法将砂水混合物灌入模袋中，砂料在模袋中泌水固结后形成较为密实的填

筑体，与模袋组合构筑成定型的围堤。
江苏沿海采用模袋砂进行一次性围垦 ２６６ ｋｍ２，规模巨大，近期条子泥垦区 ２６６ ｋｍ２ 围垦，世界无先例，

许多关键工程技术问题突出。 目前在弶港进行模袋砂滩涂围垦试验就是依托“十二五”国家科技支撑计划

项目《沿海滩涂大规模围垦及保护关键技术研究》，其每 １０ ｄ 沉降测试数据 􀭵ｘ０ ＝ ［２􀆰 ７８ ２􀆰 ６１ ２􀆰 ４５ ２􀆰 ３３ ２􀆰 １９
１􀆰 ９８ １􀆰 ７６ １􀆰 ６１ １􀆰 ４８ １􀆰 ２０］ （单位： ｃｍ）。 根据本文方法，式 （ １４） 中的调节因子取为 １８􀆰 ８６，然后通过

ＭＡＴＬＡＢ 仿真模拟，取任意数 β∈（０，１），求出 ｘ ｊ，构造以下函数：

Ｉ ＝ ∑
１０

ｊ ＝ １
（ｘ０ｊ

－ ｘ ｊ） ２ （１８）

　 　 不断变动分数阶阶次 β，使得式（１８）结果最小，以确定最佳拟合效果，最终确定阶次 β 为 ０􀆰 ２３２ ７，对
３０ ｄ、６０ ｄ、９０ ｄ、１２０ ｄ、１５０ ｄ预测结果分别为２５􀆰 ６２４ ８ ｃｍ、２６􀆰 １３０ ０ ｃｍ、２６􀆰 ５５６ ６ ｃｍ、２６􀆰 ９２９ ０ ｃｍ、２７􀆰 ２６２ ３ ｃｍ，
比较结果如图 １ 所示。

由图 １ 可以看出，本文方法的预测值更精确。 并进一步预测 １０ ａ 后的沉降为 ３７􀆰 ５０ ｃｍ，２０ ａ 后的沉降为

４１􀆰 ０４ ｃｍ，这符合通常堤坝、路基实际情况。

４　 结　 　 语

整数阶微积分仅仅是分数阶微积分的特例，即所有含整数阶微积分的模型全部可以采用分数阶微积分

代替，分数阶模型能够更好地反映实际情况。 本文以灰色模型为对象，把其推广至分数阶模型，提出了分数

阶阶次确定方法及调节因子的概念，从仿真结果来看，不仅具有灰色模型前期预测效果好的特点，而且具有

灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型后期预测效果好的特点，并且预测精度得到提高。 此外，还具有长期预测结果稳定的

１４４
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图 １　 沉降预测结果

Ｆｉｇ． １　 Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｌｓ

特点。
但本文方法还存在一些缺陷：（ ａ）计算过程复杂；

（ｂ）分数阶阶次和调节因子的确定需要不断观测仿真

结果，比较麻烦。 这 ２ 个缺陷也是笔者下一步需要解

决的问题。
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