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固体静力学边值问题的光滑粒子解法

陈摇 丁,黄文雄,张旭明

(河海大学力学与材料学院,江苏 南京摇 211100)

摘要: 针对固体静力变形边值问题的特点,基于 SPH 的区域粒子离散原理构建了一种光滑粒子静

力学(SPS)解法,并从 2 个方面入手,在保持一定计算量的同时提高了数值方法的精度。 其一是应

用最小势能原理来取代强形式的平衡方程,建立控制方程,能够降低对位移连续性的要求,避免了

位移二阶导数的计算以及由此带来的数值误差;其二是提出一种新的边界处理方法,能够完全摆脱

通过布置虚粒子的处理方式。 最后,通过数值算例表明了数值方法的有效性。
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Smooth particle method for the static boundary value problem of solids
CHEN Ding, HUANG Wenxiong, ZHANG Xuming

(College of Mechanics and Materials, Hohai University, Nanjing 211100, China)

Abstract: With respect to the property of static boundary value problem of solids, a smooth particle static (SPS)
method is developed based on the particle discretization of spatial domain. To increase the accuracy of numerical
method and maintain the amount of calculation, the governing equations are established through the application of
principle of minimum potential energy, rather than using the strong form of equilibrium equation. The approach
avoids the use of second鄄order derivatives of displacement and reduces related errors. An alternative integration
method over the supportive domain is proposed which allows a direct treatment of boundary condition without virtual
particles along boundary. Numerical examples are presented to demonstrate the good performance of the proposed
method.
Key words: Smooth Particle Static method; deformation of solids; boundary value problem; principle of minimum
potential energy; boundary treatment

光滑粒流体动力学(SPH) 法是一种纯拉格朗日形式的无网格数值方法, 最初用于模拟天体物理问

题[1],后被推广应用于求解流体动力学问题[2鄄6]。 该方法对模拟具有自由表面的流体运动有优势。 近年来

SPH 法也被尝试用于求解固体动力学问题和塑性流动问题,如固体高速冲击[7]、金属成型[8]、断裂[9] 以及土

体滑坡[10鄄11]等问题。
对于求解固体静力变形问题,SPH 法的应用并不成熟。 传统 SPH 法是按动力学问题处理固体静力变形

问题,通过施加人工阻尼耗散动能,求得问题的拟动力解[12鄄13]。 这样获得的数值解精度受到人工阻尼和边

界条件处理等许多因素的影响。 周岱等[14]以位移为基本未知量,给出了固体力学边值问题粒子离散的一个

静力学数学描述。 但基于强形式的平衡条件建立的控制方程需要用到位移的二阶导数。 传统的 SPH 法对

场变量的二阶导计算存在精度低、稳定性差等问题。 为此,文献[14]采纳了 Brookshaw[15]、Watkins 等[16] 提

出的修正计算方法,但文中给出的算例表明应力计算结果的精度还有待进一步提高。
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本文基于 SPH 法对问题区域的粒子离散概念,尝试系统地建立求解固体力学边值问题的光滑粒子静力

学问题的基本方程和数值方法。 以位移为基本未知量,应用核函数进行场变量的粒子光滑插值。 按最小势

能(或虚位移)原理建立离散系统的控制方程,可避免因计算位移的二阶导数及由此带来的数值误差。 边界

的处理是传统 SPH 法应用的难点。 由于边界附近粒子的支持域不完整将对计算结果带来较大的误差,通常

需要采用虚粒子的方式,使虚粒子与实粒子之间存在惩罚力或利用粒子对称的形式来满足位移边界条件

(如 Monaghan[2])。 Libersky 等[3]建议应用镜像虚粒子的边界处理方法,能够产生无摩擦的边界效果。 近期

的文献中大多数都是采用镜像虚粒子法通过一定形式的罚函数处理运动或位移约束边界[4,6,17]。 但采用上述

方法处理固体应力边界条件并不方便[14]。 本文针对固体力学边值问题的特点,建议采用一种不同的边界处理

方法:通过对不完整支持域上光滑函数的正则化处理及对边界粒子的光滑化积分修正,同时进行简单变换之

后,允许在边界粒子上直接施加已知位移或已知面力约束。 最后通过算例证明本文方法的有效性。

1摇 光滑粒子法基本原理

1. 1摇 场变量及其梯度的光滑近似

本文所采用的光滑粒子法基本原理与常规 SPH 法相同,其基础是物理场变量的光滑近似和连续体的粒

子离散。 设连续体 B 占有空间区域 赘,对于定义在 赘 中的任意场变量 鬃(x),可以采用如下的积分形式近似

表达(核近似):

< 鬃(x) > = 乙
赘s

鬃(x忆)W(x - x忆,h)dV(x忆) (1)

式中:W(x-x忆,h)———光滑核函数(需满足一定的条件,包括非负性、正则性、紧支性、对称性、光滑性等[18] );
赘s———场点 x 的支持域(其大小由参数 h 确定)。

对于场变量 鬃(x)的梯度,也采用同样的核函数光滑近似:

< Ñx鬃(x) > = 乙
赘s

Ñx忆鬃(x忆)W(x - x忆,h)dV(x忆) (2)

摇 摇 采用分部积分法,并注意Ñx忆W(x-x忆,h)= -ÑxW(x-x忆,h),式(2)又可写成:

< Ñx鬃(x) > = 乙
鄣赘s

鬃(x忆)W(x - x忆,h)n(x忆)dS + 乙
赘s

鬃(x忆) ÑxW(x - x忆,h)dV (3)

式中:n———支持域边界单位外法向矢量。 当 x 点的支持域在连续体内部时,根据光滑函数的紧支性,式(3)
右边第一项关于支持域边界的积分为零,即

< Ñx鬃(x) > = 乙
赘s

鬃(x忆) ÑxW(x - x忆,h)dV (4)

1. 2摇 连续体的粒子离散

光滑粒子法的核心是连续体的粒子离散,即用有限个(np 个)离散的物质粒子替代研究对象连续体。 一

个典型的物质粒子 P i,其位置为 xi,拥有质量 mi,初始表征体积为 Vi。 若用 赘ei表示粒子 P i 所占的空间区

域,所有 赘ei构成连续体 B 所占空间区域 赘 的一个剖分,满足:

胰
np

i = 1
赘ei = 赘摇 摇 赘ei 疑 赘ej = 0摇 ( i 屹 j) (5)

摇 摇 基于上述连续体的粒子离散,物理量 鬃(x)及其梯度Ñ鬃(x)将由定义在物质粒子上的粒子值表达(粒子

光滑近似)。 设上述物理量在物质粒子 P i 处的函数和梯度值分别为 鬃i 和Ñ鬃i,当 P i 的支持域在连续体边界

内时,有

鬃i 抑 < 鬃(xi) > = 移
P j沂赘si

乙
赘ej

鬃(x忆)W(x - x忆,h) x = xidV = 移
ns

j = 1
V j鬃 jWij (6)

Ñ鬃i 抑 < Ñ鬃(xi) > = 移
P j沂赘si

乙
赘ej

鬃(x忆) ÑxW(x - x忆,h) x = xidV = 移
ns

j = 1
V j鬃 jGij (7)

其中 Wij = W(xi - x j,h) 摇 摇 Gij =
鄣W(x - x j,h)

鄣x x = xi

式中:ns———支持域内离散物质点数。
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1. 3摇 不完整支持域的处理

对于位于连续体边界处或靠近边界的离散粒子,其支持域与边界面相交,边界内部的支持域不完整。 在

不完整的支持域上,光滑函数的正则性和对称性得不到满足,将导致上述离散公式出现较显著的误差。 边界

条件的处理一直是常规 SPH 数值方法中一个较困难的问题,已有的一些解决方案,都是采用在边界外布置

虚粒子或镜像粒子补全支持域。 这样的处理方案,不便于固体力学问题面力边界条件的应用。 根据固体力

学问题的特点,本文建议采用下述近似处理方法。
首先,针对不完整的支持域导致光滑函数不满足正则化条件的问题,引进正则化因子 琢w 来修正光滑

函数:

Ŵ(x - x忆,h): = 1
琢w

W(x - x忆,h) (8)

其中 琢w = 乙
赘s

W(x - x忆,h)dV(x忆)

摇 摇 式(1)经正则化修正后成为

< 鬃i > = 移
ns

j = 1
V j鬃 jŴij =

移
ns

j = 1
V j鬃 jWij

移
ns

j = 1
V jWij

(9)

摇 摇 可知正则化因子 琢w 为有限的正值常数,经过正则化改进之后的核函数依然满足非负性、正则性、紧支

性、对称性、光滑性等。
其次,对于场变量的梯度公式进行修正。 注意到核函数的边界积分可以用区域积分替代:

乙
鄣赘s

Ŵ(x - x忆,h)n(x忆)dS = - 乙
赘s

ÑxŴ(x - x忆,h)dV (10)

摇 摇 根据式(3),粒子 P i 处的梯度Ñ鬃(x)近似值为

< Ñ鬃(xi) > = 乙
鄣赘s

鬃(x忆)Ŵ(xi - x忆,h)n(x忆)dS + 乙
赘s

鬃(x忆) ÑxŴ(xi - x忆,h)dV (11)

摇 摇 为简化计算,本文在上述边界积分项中,对用 鬃(x忆)在 鬃(xi)处进行泰勒展开并取值常数项,即 鬃i =
鬃(xi)= const 近似替代 鬃(x忆),应用式(10)得到近似公式:

< Ñ鬃(xi) >抑 乙
赘s

[鬃(x忆) - 鬃(xi)] ÑxŴ(xi - x忆,h)dV (12)

摇 摇 因此,式(7)修正为

< Ñ鬃(xi) > = 移
ns

j = 1
V j(鬃 j - 鬃i)Ĝij (13)

其中 Ĝij =
1
琢w

Gij

摇 摇 为验证上述梯度近似公式的有效性,以函数 f(x)= x2 为例,按上述方法计算函数在区间 x沂[-1,1]上的

导数,并与传统 SPH 法常用的近似方法相比较。 进一步比较公式在非线性中的近似结果,函数 f(x)= x3,计
算函数在区间 x沂[0,1],从公式可以看出,本文的方法较传统 SPH 法除计算了一个常数因子之外并没有增

加多余的计算量,结果如图 1 所示,其中数值计算采用的粒子间距为 0郾 05。 结果表明,本文对函数梯度的边

界处理仍有一定的误差,但还是优于传统 SPH 法的近似结果,其中,若边界处的函数梯度为零时,其近似结

果与真实解吻合(图 1(b))。

2摇 弹性体边值问题光滑粒子解法

以二维弹性力学问题为例,以位移为基本未知量,建立按光滑粒子法进行求解的数学公式。 这些公式可

直接推广到三维问题。
2. 1摇 粒子位移、应变与应力

将弹性体按第 1 节所述方法进行离散,用 di 代表节点(粒子质心点)xi 处位移。 粒子 P i 所代表的区域
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图 1摇 传统 SPH 法与改进 SPH 法的导数近似比较

Fig. 1摇 Comparison of the derivative approximation between the traditional SPH and
the modified SPH with regularization

赘ei内的位移<u(xi)>(粒子位移)及位移梯度<Ñu(xi)>(粒子位移梯度),用 xi 支持域内粒子的光滑函数插

值近似:

< u(xi) > = 移
ns

j = 1
V j(d j - di)Ŵij + di: = 移

ns

j = 1
d jŵ ij (14)

< Ñu(xi) > = 移
ns

j = 1
V j(d j - di) 塥 Ĝij: = 移

ns

j = 1
d j 塥 ĝij (15)

其中

ŵ ij =

V jŴij 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 j 屹 i

ViQ̂ii - 移
ns

k = 1
VkŴik + 1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

j = i
摇 摇 摇 ĝij =

V jĜij 摇 摇 摇 摇 摇 摇 j 屹 i

ViĜii - 移
ns

k = 1
VkĜik 摇

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

j = i

摇 摇 区域 赘ei内的应变(粒子应变)可以按几何关系直接从位移梯度得到。 为便于编程,采用矩阵表达形式,
区域 赘ei内的粒子位移、应变、应力采用如下的列阵形式:

< u > i =
u1

u{ }
2 i

摇 < 着 > i =
着11

着22

着12 + 着

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
21 i

摇 < 滓 > i =
滓11

滓22

滓

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
12 i

(16)

摇 摇 根据式(14)可得粒子位移的光滑函数插值公式,以及与有限元公式形似的应变和应力插值公式

< u > i = Nidi 摇 摇 < 着 > i = Bidi 摇 摇 < 滓 > i = DBidi (17)
其中

di = [d1
1 摇 d1

2 摇 d2
1 摇 d2

2 摇 …摇 dns
1 摇 dns

2 ] T

Ni = [ ŵ i1I摇 ŵ i2I摇 …摇 ŵ i nsI]
式中:D———弹性矩阵;Bi———3伊2ns 的系数矩阵,其因子要按式(15)计算经过适当的排列得到;I———2伊2 单

位矩阵。
2. 2摇 控制方程的建立

光滑粒子位移法的控制方程可通过考虑每个物质粒子的平衡得到。 为了避免在公式中用到位移的二阶

导数,本文按最小势能原理建立离散系统的控制方程。 经过粒子离散后,弹性体的总势能为

装 = 移
np

i = 1
乙
赘ei

1
2 < 着T D着 > idV - 移

np

i = 1
乙
赘ei

< uT > i{ fbi}dV - 移
np1

k = 1
乙
鄣赘滓k

< uT > k
軃f sk dS (18)

经过整理后,在应用极值条件 鄣装(d) / 鄣di =0 ( i=1,2,…,np)后可得到离散系统的控制方程组:
Kd = F (19)
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其中 K = 移
np

i = 1
cT
i BTDBiciVi

F = Fb + Fs 摇 摇 Fb = 移
np

i = 1
cT
i NT

i fbi Vi 摇 摇 Fs = 移
np1

k = 1
cT
kNk

Tf sk Sk

式中:d———按整体排列的节点位移列阵;K———刚度矩阵;ci———自由度整体排列选择矩阵,满足条件:di =
cid;F———等效节点力,包括了体力贡献 Fb 和面力贡献 Fs;Sk———与边界粒子 Pk 关联的面积元。 注意面力

计算在受到面力直接作用的边界粒子上进行,但位于这些边界粒子支持域内的节点处,面力都会产生等效节

点力。
对于施加位移边界,从式(14)可知,节点位移 d 是符合基本(狄拉克)边界条件的,故可针对具体问题,

直接引入相应的边界条件后即可求解。

图 2摇 两端固支弹性梁受均布荷载示意图

Fig. 2摇 Diagram of uniformly distributed load
on the elastic beam with two fixed ends

3摇 算摇 摇 例

通过 2 个算例说明上述光滑粒子数值方法求解弹性力学问

题的有效性。
算例 1摇 两端固支矩形截面弹性梁在上下表面均匀分布荷

载作用下的平面弯曲问题。 梁的几何尺寸和荷载信息如图 2 所

示。 其中材料参数取剪切弹性模量为 80 GPa,泊松比为 0郾 32。 数

值求解采用均匀分布的 15000 个粒子离散平面区域,粒子间隔为

0郾 01 m。 光滑函数采用高斯函数形式,光滑长度 h 取值为初始粒

子间距的 90%。 支持域的半径取值为光滑长度的 3 倍。
图 3 ~ 5 给出了按本文方法得到的数值解位移和应力云图。 应力云图为场点应力解按式(9)进行一次

光滑化处理得到的结果。 作为比较,有限元法对同样的问题得到的数值解也一并在图中展示。 有限元解应

用 ABAQUS 软件计算得到,采用 15 000 个单元(15 311 个节点),单元类型为 CPS4R。

图 3摇 竖向位移云图

Fig. 3摇 Contour plots of vertical displacement

图 4摇 竖向应力云图

Fig. 4摇 Contour plots of vertical stress

从图 3 ~ 5 中可以看出,本文建立的光滑粒子法得到的解与有限元解答一致。 本文方法得到的最大竖向

位移较有限元解的相对误差仅为 0郾 12% 。 应力云图也与有限元解相吻合,且竖向应力值沿着边界面没有明

显波动,与设定的边界条件一致。 与文献[14]的数值解相比(应用了五阶样条光滑函数,并采用了 15 000 个

实粒子、3 864 个虚粒子进行求解。),本文得到的位移和应力解答都更接近于问题的实际解答,在边界处也与

设定的边界条件更为一致。
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图 5摇 剪应力云图

Fig. 5摇 Contour plots of shear stress

图 6摇 弹性悬臂梁自由端受抛物线形的切向分布荷载

Fig. 6摇 Cantilever beam loaded with a parabolic
distributed load at the end

算例 2摇 左端固支、右端自由弹性悬臂梁,在自由

端承受呈抛物线形的切向分布面力荷载作用,切向力

合力 P=400 N(分布力集度最大值 1000 N / m),梁的几

何尺寸见图 6。

图 7摇 算例 2 数值解与理论解的比较

Fig. 7摇 Comparison between numerical and theoretical solutions of case 2

图 8摇 悬臂梁自由端挠度的误差影响分析

Fig. 8摇 Error analysis of the deflection of free end

数值解采用同样的光滑函数及同样数量的离散粒

子数。 材料参数取弹性模量为 200MPa, 泊松比为

0郾 32。 计算结果与 Timshenko 等[19] 的理论解进行比

较。 图 7 给出了梁轴线挠度和梁中间横截面剪应力数

值解和理论解的比较。 图 7 表明,本文建立的光滑粒子数值法对于位移和应力都给出了极好的近似解(自
由端的挠度相对误差为 1郾 58% ,应力相对误差的最大误差位于边界处(其值为 0郾 94% ))。 进一步以梁自由

端挠度为基准,分析挠度的计算误差与粒子间距(节点密度)和光滑长度间的关系。 如图 8 所示,将传统方

法和本文改进后的光滑粒子法进行比较,从图 8 可以看出改进后的数值解优于传统的光滑粒子法。 光滑粒

子法数值解为上限逼近,数值解的误差随粒子间距的减小而减小。 对于光滑长度而言,取值在 1郾 1 倍粒子间
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距附近时,可以取得最佳的近似解。 当光滑长度与粒子间距的比值小于 1郾 1 时,梁端挠度的数值解误差随着

该比值的减小而增长较快。 对于一般固体变形问题,光滑长度的最佳取值还可作进一步研究。

4摇 结摇 摇 语

基于连续体的粒子离散和最小势能原理,建立了求解固体力学静力学边值问题的光滑粒子数值解法。
本文建立的数值方法在 2 个方面不同于已有文献中的同类方法:其一是按最小势能原理建立离散系统的控

制方程,放弃了强形式的平衡条件,不需要计算位移二阶导数,避免了由此带来的误差。 其二是提出了一种

新的边界条件处理方法,通过对不完整支持域上的光滑函数的正则化处理及对边界粒子的光滑化积分修正

以及可以在边界粒子上直接施加已知位移或已知面力约束,从而完全脱离了传统 SPH 法在边界处布置虚粒

子的处理方式。 文中给出的算例表明,对于弹性体变形的边值问题,本文的数值方法能够保证在不增加计算

量(仅多计算一个正则化因子,并且减少了虚粒子的计算)改善了边界条件的处理(直接施加位移和应力边

界条件)的同时,得到较高精度的位移和应力解。 在本文工作基础上,还可以进一步考虑有限变形与材料非

线性等问题。
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·简讯·

第十届全国地震工程学术会议将在上海市召开

为了交流地震工程领域近年来在产、学、研方面的科技成果,促进地震工程理论和实践的进步与发展,加
强地震工程学科与相关学科的相互促进与共同提高,推动我国地震工程事业的发展和重大工程技术难题的

解决,经主办单位中国建筑学会抗震防灾分会、中国地震学会地震工程专业委员会和中国地震工程联合会研

究,拟定于 2018 年 8 月 22—25 日在上海市召开第十届全国地震工程学术会议。 本次会议由同济大学承办,
由恢先地震工程学基金会(中国)、美中地震工程学基金会(美国)和《建筑结构》杂志社协办。

全国地震工程学术会议是我国地震工程和工程抗震防灾方面最高层次的学术盛会。 首届全国地震工程

学术会议于 1984 年在上海召开,之后各届会议的召开时间和地点情况如下:第二届(1987 年,武汉),第三届

(1990 年,大连),第四届(1994 年,哈尔滨),第五届(1998 年,北京),第六届(2002 年,南京),第七届(2006 年,
广州),第八届(2010 年,重庆),第九届(2014 年,哈尔滨)。 全国地震工程学术会议规模不断扩大,论文质量

与研究的深度、广度不断提升,促进了地震工程理论和实践的进步与发展,加强了地震工程学科与相关学科

的互相渗透、相互促进和互相提高,对我国地震工程学术水平的提升起到了积极的推动作用。
详情请见 http: / / www. 10cncee. org /

(本刊编辑部供稿)

“六·五冶世界环境日

1972 年 6 月 5 日联合国在瑞典首都斯德哥尔摩召开了联合国人类环境会议,会议通过了《人类环境宣

言》,并提出将每年的 6 月 5 日定为“世界环境日(World Environment Day)冶。 同年 10 月,第 27 届联合国大

会通过决议接受了该建议。 世界环境日的确立,反映了世界各国人民对环境问题的认识和态度,表达了人类

对美好环境的向往和追求。 它是联合国促进全球环境意识、提高政府对环境问题的注意并采取行动的主要

媒介之一。 联合国环境规划署每年 6 月 5 日选择一个成员国举行“世界环境日冶纪念活动,发表《环境现状

的年度报告书》及表彰“全球 500 佳冶,并根据当年的世界主要环境问题及环境热点,有针对性地制定每年的

“世界环境日冶主题。
联合国环境规划署将 2018 年世界环境日的主题确定为:“塑战速决冶Beat Plastic Pollution,呼吁世界,齐

心协力对抗一次性塑料污染问题。 2018 年“六·五冶世界环境日中国主题为“美丽中国,我是行动者冶,旨在

推动社会各界积极参与生态文明建设,携手行动,共建天蓝、地绿、水清的美丽中国。
(本刊编辑部供稿)
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