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时变边界一维对流弥散方程解析解
及其在土柱试验中的应用
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摘要: 运用格林函数法,推导了一维有界时变边界对流弥散-线性耗散方程的解析解,然后将其与

数值模拟结果对比,并分别应用于土柱热传导和溶质运移试验。 结果表明:初始条件及上、下边界

条件的贡献量相互独立,并且初始条件的影响随时间衰减,最终消失;解析解能很好地匹配数值模

拟结果、土柱试验实测土温变化和溶质穿透曲线。
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Analytic solution for 1D convection鄄dispersion equation with
time鄄variable boundary and its application in soil column experiment

CHENG Qinbo1, 2, CHEN Xi1, 2, ZHANG Zhicai1, 2, ZHANG Runrun1, 2,
HUANG Richao1, 2, CAI Lianbin1, 2

(1. State Key Laboratory of Hydrology Water Resources and Hydraulic Engineering,
Hohai University, Nanjing 210098, China;

2. College of Hydrology and Water Resources, Hohai University, Nanjing 210098, China)

Abstract: This study derived an analytical solution of 1D convection鄄dispersion鄄linear dissipation equation with
variable boundary using the Green爷 s function method, then compared the analytical solution with the numerical
solution, and after that applied it to the heat conduction and solute transport experiments of a soil column. Results
showed that the contributions of initial, upper and lower boundary conditions were independent. At the same time,
analytical results matched the numerical simulation and the observed results of experiments well. As a conclusion,
the analytical solution can represent the heat conduction and solute the transport processes well.

Key words: convection鄄dispersion equation; Green爷 s function; time鄄variable boundary; solute transport; heat
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对流弥散方程用于描述物体内部由于对流和弥散引发的颗粒、能量、溶质等运移过程,广泛应用于环境

科学、能源开发、流体力学和电子科学等诸多领域[1鄄5]。 对流弥散方程是二阶偏微分方程,难以获得解析解,
常采用数值离散方法求解。 但数值离散方法只是近似求解控制方程,因此存在计算误差,虽然通过增加网格

密度及缩短时间步长有助于提高模拟精度,但同时也增大了计算量,降低了计算效率。 而解析解是模型的准

确解,精度高、计算速度快,因此受到广泛关注[6鄄7]。
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许多学者提出了可用于预测污染物或热在半有限空间或无限空间内运移的对流弥散方程解析法解决方

案[8鄄9],但有限空间解析法的数学推导极为复杂[10鄄11],研究成果较少。 当前对流弥散方程的求解主要借助拉

普拉斯变换法,但从拉普拉斯空间解析解反向推求原始时域十分困难[6]。 因此,一些学者尝试运用经典或

广义的积分变换方法来研究有限空间对流弥散方程的解析解[12鄄14]。 由于常规变换在处理非均质问题进行

特征函数展开时收敛缓慢,甚至出现异常,因此目前基于广义积分仅能获取时不变或随时间指数型衰减的入

流边界条件下对流弥散方程解析解,适用于有限空间域中边界条件随时间任意变化的对流弥散方程解析解

鲜有报道[8鄄9]。 在固体热传导研究领域,格林函数法[15鄄16] 常用于求解有界时变边界热传导问题。 但固体热

传导控制方程没有对流项,因此如何将固体热传导的格林函数法应用于对流弥散问题有待研究。
本文拟应用格林函数法[15鄄16],推求具有与时间相关边界条件的对流弥散-线性耗散方程的解析解,显式

表征在不同时刻、不同位置处的初始条件及上、下边界条件对状态量的贡献量。

1摇 有界时变边界对流弥散-线性耗散方程解析解

一维对流弥散、线性衰减模型的一般数学表达式为[17鄄18]

兹 鄣T
鄣t = 茁 鄣2T

鄣x2 - q 鄣T
鄣x - ST (1)

式中:兹———调蓄系数;T———状态量,随时间 t 和空间位置 x 变化;茁———弥散系数;q———水流通量;S———单

位耗散率。
1. 1摇 有界时变边界情形

有界时变上、下边界情形中,任意时间变化的初始条件、边界条件如下:
摇 摇 初始条件 T(x,0) = Ti(x) (2)
摇 摇 上、下边界条件 T(0,t) = T0( t)摇 摇 摇 T(L,t) = TL( t) (3)
式中:Ti(x)———第 i 节点(分段)线性插值函数;T0( t)———随时间 t 变化的上边界状态量;TL( t)———随时间 t
变化的下边界状态量;L———研究区(土柱)长度。

假设 T=渍e姿x,其中 姿= q / (2茁),则式(1)可简化为

鄣2渍
鄣x2 - S

茁 + q2

4茁( )2 渍 = 兹
茁

鄣渍
鄣t (4)

式(2)(3)初始、边界条件转变为

摇 摇 初始条件 渍(x,0) =
Ti(x)
e姿x (5)

摇 摇 上、下边界条件 渍(0,t) = T0( t)摇 摇 渍(L,t) =
TL( t)
e姿L (6)

摇 摇 格林函数方法认为初始、边值条件线性叠加即为方程(4)的解析解[15]。 根据格林函数特征利用简单初

始、边界值条件获取格林函数的数学表述为[6, 19]

G(x,t x忆,子) = 2
L移

肄

n = 1
e -资 茁

兹 ( t -子) sin n仔
L( )x sin n仔

L( )x忆 (7)

式中:G(x,t x忆,子)———格林函数;n———序列数(n= 1, 2, 3,…);资———常数,其值为 资 = (n仔 / L) 2 +S / 茁+q2 /
(4茁2)。

综合式(4) ~ (7),推导出任意时间变化边界对流弥散 线性耗散模型解析解为

T(x,t) [= 2
L移

肄

n = 1
sin n仔

L( )x e -资 茁
兹 t乙L

0
sin n仔

L( )x忆
Ti(x忆)
e姿x忆 dx忆 + 茁

兹
2
L移

肄

n = 1

n仔
L sin n仔

L( )x e -资 茁
兹 t乙t

子 = 0
e资 茁

兹 子T0(子)d子 -

茁
兹

2
L移

肄

n = 1
( - 1) n n仔

L sin n仔
L( )x e -资 茁

兹 t乙t
子 = 0

e资 茁
兹 子

TL(子)
e姿L d ]子 e姿x (8)

1. 2摇 有界时变上边界通量下边界情形

有界时变上边界、通量下边界情形中任意时间变化的初始、边界条件如下:
摇 摇 初始条件 T(x,0) = Ti(x) (9)
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摇 摇 上、下边界条件 T(0,t) = T0( t)摇 摇 鄣T
鄣x x = L

= TL( t) (10)

摇 摇 假设 T=渍e姿x,其中 姿= q / (2茁),则式(1)简化成式(4)。 式(9)(10)初始、边界条件转化为

摇 摇 初始条件 渍(x,0) =
Ti(x)
e姿x (11)

摇 摇 上、下边界条件 渍(0,t) = T0( t)摇 摇 鄣渍
鄣x + q渍

2茁 =
TL( t)
e姿L (12)

摇 摇 利用简单初始、边界值条件获取的格林函数数学表述为

G(x,t x忆,子) = 移
肄

n = 1
Nne -资 茁

兹 ( t -子) sin (酌nx)sin (酌nx忆) (13)

其中 Nn =
2 酌n

2 + q2

4茁( )2

L 酌n
2 + q2

4茁( )2 + q
2茁

式中:酌n———方程 tan (酌nL)= -2酌n茁 / q 的解。
综合式(11) ~ (13),推导出时变上边界、通量下边界的解析解为

T(x,t) [= 移
肄

n = 1
Nnsin (酌nx)e -资 茁

兹 t乙L
0
sin (酌nx忆)

Ti(x忆)
e姿x忆 dx忆 + 茁

兹 移
肄

n = 1
酌nNnsin (酌nx)e -资 茁

兹 t乙t
子 = 0

e资 茁
兹 子T0(子)d子 -

茁
兹 移

肄

n = 1
酌nNncos(酌nL)sin (酌nx)e -资 茁

兹 t乙t
子 = 0

e资 茁
兹 子

TL(子)
e姿L d ]子 e姿x (14)

图 1摇 土柱试验装置示意图

Fig. 1摇 Test equipment of heat
transfer in the soil column

2摇 解析解验证

试验土柱设计高 70 cm、内径 28 cm,其侧壁每隔 5 cm 设有一个仪

器插入孔,分别埋设土壤湿度计(TDR)与土壤温度计(图 1);其底部

设有滤网,水流可通过滤网流入或流出土柱。 土柱外层有塑料桶隔

离,以减少土温衰减作用。 采用马氏瓶控制土柱顶部水位为恒定值

(如 69 cm),并设置土柱底部水位为 0 cm,以保证土柱中稳定水流过

程。 通过对比 3 套参数情形下对流弥散方程差分数值解和解析解检

验笔者提出的理论。 数值差分程序利用 C 语言编制,空间上采用中心

差分格式,时间上采用隐式差分格式[7]。 式(1)中的 3 套对流弥散方程

参数值如下:情形 1、2、3 的对应的 q 分别为 0 cm / min、0郾 063 cm / min、
0郾 2 cm / min,茁 皆为 1 cm2 / min,兹 皆为 1, S 皆为 0 min-1。
2. 1摇 热传导

摇 摇 假设土柱上边界温度稳定为 1益,下边界的温度稳定为 0益,初始状态土柱中土壤温度均为 0益。 3 套对

流弥散方程参数情形下,差分数值模拟和解析解(式(8))求得的土柱中间位置(即 35 cm)土温变化过程见图

2。 图 2 中解析解和数值模拟结果之间的均方根误差分别为 0郾 000 2、0郾 000 5 和 0郾 001 2,都接近于 0,表明解

析解和数值解几乎相同,说明本文推导的解析解合理可靠。 同时,图 2 也显示随着对流速度 q 增加,温度的

传导速率随之增大,该现象与实际情况吻合。
2. 2摇 溶质运移

假设土柱上边界溶质质量浓度稳定为 1 g / L,下边界为自由出流边界,即 鄣T
鄣x x = L

= 0, 初始状态土柱中溶

质质量浓度为 0 g / L。 3 套对流弥散方程参数情形下,差分数值模拟和解析解(式(14))所得的土柱底部溶质

质量浓度变化过程见图 3。 图中解析解和数值模拟结果之间的均方根误差分别为 0郾 0001、0郾 0004 和 0郾 004,
都接近 0,表明解析解和数值解几乎相同,说明本文推导的解析解正确可信。 同时,图 3 中解析解也正确表

征了溶质运移速率随着对流速度 q 增加而增大的现象。
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图 2摇 土柱中间位置(35 cm)土温变化解析解与

数值模拟结果对比

Fig. 2摇 Comparison of analytical and numerical
temperatures in the middle of soil column

图 3摇 土柱底部溶质质量浓度变化解析解与

数值模拟结果对比

Fig. 3摇 Comparison of analytical and numerical solute
concentrations at the bottom of soil column摇 摇

3摇 解析解在土柱试验中的应用

3. 1摇 土柱热传导试验

土柱热传导试验设计如图 1 所示,试验土样采自常州市金坛朱林镇红旗圩村试验田。 土壤黏粒

(<0郾 002 mm)、粉粒(0郾 05 ~ 0郾 002 mm)、砂粒(2 ~ 0郾 05 mm)的质量分数分别为 11郾 5% 、76郾 50% 、12郾 0% 。 参

照美国土壤粒径分类标准,试验土样为粉砂质壤土。 将土样晾干、碾碎后,过 3 mm 口径筛除大颗粒土壤,分
层(5 cm)装填入土柱,每层 4 403 g,确保土壤均质、干密度与野外原状土相同(1郾 43 g / cm3),装填深度 68 cm。

土柱稳定流入渗试验操作步骤如下:(a)水头控制:用马氏瓶控制土柱顶部水位为 69 cm,并控制土柱底

部水位为 0 cm;(b)土柱底部出流量观测:用翻斗式流量计测量土柱溢流量;(c)土温观测:用温度计自动记

录土壤温度,设置数据记录时间间隔为 2 min,并在土柱顶部、底部埋设土温计,分别测定入流、出流水温度。
共进行了 2 次稳定入渗试验,时间分别为(第 1 次)2015 年 12 月 7—14 日和(第 2 次)2016 年 3 月 24 日

至 4 月 1 日,实测埋深 28 cm、38 cm、48 cm 和 58 cm 处土温的变化,分别用于模型参数率定和模型验证。 将埋

深 28 cm 处的土温计观测结果作为上边界,以减少外界影响;将埋深 68 cm 处土温计观测结果作为下边界,模
拟埋深 38 cm、48 cm、58 cm 处土温的变化。

解析式(式(8))有 4 个参变数:多孔介质和液相的 兹、茁、q 和 S,其中,兹、q、S 可通过实测值推求。 由于土

柱外层有塑料桶隔离,因此土温线性衰减作用可忽略,故 S=0。 根据时域反射仪 TDR 观测值,土壤饱和时实

测的土壤含水率 兹s 为 0郾 46,可得固体土壤的体积量为 0郾 54,求出 兹= 0郾 709。 由土柱底部翻斗式流量计测定

q,第 1 次,第 2 次稳定流试验的 q 分别为 0郾 001 99 cm / min、0郾 001 88 cm / min。 第 1 次试验测得的 q 略大于

第 2 次试验结果,可能是土柱长期暴露在野外,大量降雨入渗对土壤压实的结果。
剩余待求参数为土温弥散系数 茁,以计算的土壤温度与第 2 次试验实测土壤温度的均方误为目标,采用

蒙特卡洛法寻求最优参数,获得的最优模型参数值为 茁 = 0郾 493 cm2 / min,对应的土温最小均方根误差值为

0郾 455 益。
解析式(式(8))计算结果与第 2 次试验观测值对比及不同初、边值条件的影响见图 4。 利用纳什效率系

数(RNSE)评估模拟效果[20]。 各观测点 RNSE均大于 0郾 95,表明推求的解析解可较好地模拟实际土壤水热传导

过程。 图 4 显示上边界条件对土温的贡献随着埋深的增加而不断减小,下边界条件的影响不断增强,推断是

温度扩散作用影响的结果;在上、下边界的中间位置(即埋深 48 cm 处)上边界的影响明显强于下边界,推断

是土壤水对流作用影响的结果;各个观测点位置,初始条件的影响均随着时间不断削弱,在长时间序列模拟

的后期,其影响都可以忽略,表明初边值问题的对流弥散数学模型对变量初始状态的精度要求不高。
模型验证中第 1 次试验各观测点效率系数也均大于 0郾 90,表明率定后的对流弥散热传导模型具有较高

的可靠性。
3. 2摇 土柱溶质运移模拟

土柱溶质运移试验供试土样为长江下游黄色粗河沙,其粒径级配为:>2郾 0 mm(占 4郾 43% ,质量分数,下
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图 4摇 率定期模拟结果与观测值对比,以及初、边值条件影响

Fig. 4摇 Comparison of simulated temperatures by analytical solution and observations in
the calibration period, and contributions of initial and boundary conditions

同),0郾 5 ~ 2郾 0 mm(占 23郾 65% ),0郾 25 ~ 0郾 5 mm(占 52郾 52% ),0郾 075 ~ 0郾 25 mm(占 19郾 12% ),<0郾 075 mm(占
0郾 28% )。 砂样风干后过 2 mm 钢筛除去粗粒杂质,然后采用分层填充法均匀填充入土柱,填充高度为

67郾 5 cm,干密度为 1郾 4 g / cm3(图 1)。 河沙颗粒较粗,对溶质吸附、降解等作用较小,适合采用对流弥散方程

(式(1))描述其溶质运动。 溶质运移试验步骤如下:(a)用马氏瓶控制土柱顶部水位 69 cm,并确保土柱底部

自由出流,同时测定土柱底部出流量,利用达西定律推求土柱渗透系数;(b)在马氏瓶中装入 Cl-质量浓度为

18 g / L 的咸水,自上而下定水头供入土柱,并每隔 30 s 测定土柱底部水流的 Cl-质量浓度。

图 5摇 土柱底部溶质浓度解析解与实测值对比

Fig. 5摇 Comparison of simulated and observed
solute concentrations at the bottom of soil column

解析式(式(14))有 4 个参变数:兹、茁、q 和 S。 在溶质运移

试验中,溶质不存在耗散,故 S = 0。 粗砂对 Cl- 的吸附可以忽

略,因此调蓄系数 兹= 1。 根据达西试验测到的砂土渗透系数为

3郾 53伊10-4 m / s,土柱的稳定水流通量 q = 0郾 036 4 cm / s。 剩余待

求参 数 茁 采 用 参 数 优 化 方 式 求 取, 获 得 的 最 优 值 茁 =
0郾 029 3 cm2 / s。该值换算成弥散度为 0郾 27 cm,其与马建良等[18]

采用数值反演法求得的结果接近,表明解析解合理可靠。 解析

解模拟结果与实测值对比如图 5 所示。 图中解析解和实测值之

间的均方根误差仅为 0郾 26,RNSE接近 1郾 0,表明解析解和实测值

几乎完全重合,说明解析解能有效表征溶质运移过程。

4摇 结论与展望

依据格林函数法求得对流弥散方程的解析解。 解析解与数值解模拟结果几乎相同,表明本文推导的解

析解合理可靠。 解析解应用于土柱热传导试验,显示率定期解析解模拟的土温变化与实测值对比的效率系

数均高于 0郾 95,验证期的效率系数也均高于 0郾 9,表明解析解能较好地表征实际土柱中热运移过程。 热传导

试验解析解模拟结果显示:(a)初始条件及上、下边界条件都对土壤热量有贡献,但各自的贡献量相互独立;
(b)初始条件对土温的影响随时间增长而不断减弱,一段时间后可以忽略其影响;(c)土柱上边界条件对土

温的影响随着埋深增大而不断减弱,下边界条件的影响则不断增强;(d)由于对流存在,在土柱中间位置,上
边界条件对土温的影响强于下边界条件,同时由于上边界处土温变幅大于下边界处,从而导致土柱中土壤温

度变幅随土壤埋深增大而减小。 解析解模拟溶质运移试验显示解析解不但能很好地拟合穿透曲线,而且其

反演溶质运移参数与数值模拟结果相近,表明本文推导的解析解可靠、实用。
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本文推导了一维有界时变边界对流弥散-线性耗散模型的解析解,但更高维度的解析解有待深入研究。
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