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基于实体退化组合单元的钢筋混凝土多梁式 T 梁非线性分析
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摘要: 根据实体退化壳单元理论,推导单元的位移场,建立钢筋混凝土多梁式 T 梁的实体退化组合

单元模式,其中纵向受力钢筋采用空间杆单元处理,并推求了其对实体退化组合单元刚度矩阵的贡

献。 采用 Ottosen 四参数屈服准则,考虑混凝土的材料非线性,以及通过 V. Karman 假设考虑了结

构的几何非线性,分析几何非线性对此结构的影响。 典型算例分析表明:考虑双重非线性的钢筋混

凝土多梁式 T 梁的实体退化组合单元的计算结果与试验资料吻合良好;当偏载加载时,加载端边

梁的受力钢筋应力发展较为迅速而首先达到屈服应力,其余各主梁的受力钢筋应力依次发展,直至

结构破坏;对于钢筋混凝土多梁式 T 梁类实体结构,材料非线性效应明显,但几何非线性效应在一

定范围内可以不计入。
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Nonlinear analysis on the reinforced concrete multi鄄T girder based on
the solid and degraded composite element

ZHANG Jian1, WANG Feng2, LIANG Qingyu3, YANG Ting1, TIAN Jiawei1
(1. Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing 210016, China;
2. School of Civil Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China;
3. Zhejiang Institute of Hydraulics and Estuary, Hangzhou 310020, China)

Abstract: In this study, based on the degenerated shell element theory, the displacement field of the element is
deduced, and the nonlinear composite element mode of the reinforced concrete multi鄄T beam is established. The
longitudinal carrying bar is treated by the space bar element and its contribution to the stiffness matrix of nonlinear
composite elements is deduced. The material nonlinearity of concrete is considered by the four parameters爷 Ottosen
criterion, and the geometrical nonlinearity of the structure is taken into account by the V. Karman assumption to
analyze the influence of geometrical nonlinearity on the structure. The typical example shows that the nonlinear
combination element of reinforced concrete multi鄄T beam with double nonlinearities is in good agreement with the
experimental data. The element can be used to correctly analyze the structure nonlinearity. When the partial load is
loaded, the stress of the reinforced bar on the side beam develops more rapidly and reaches the yield stress firstly,
while the stress of rest reinforced beams of all the main girders develops in sequence until the structure is
destroyed. For reinforced concrete multi T beams, the effect of material nonlinear is evident, and geometrically
nonlinear effect can be excluded within a certain range.

Key words: reinforced concrete; multi鄄T girder; solid degraded composite element; nonlinearity; stiffness matrix;
displacement field
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钢筋混凝土或预应力混凝土修建的各类桥梁占我国现役桥梁的绝大多数,其中 T 形截面梁具有构造简

洁,并且适应现代化施工方法的要求,施工与使用过程中稳定性好,在预应力混凝土桥梁中被广泛采用。 随

着钢筋混凝土非线性有限元理论的逐渐成熟和完善,也有越来越多关于此类结构的研究文献不断地出

现[1鄄3]。 如张峰等[4]对于钢筋混凝土 T 梁,将 Timoshenko 分层梁单元理论运用到该类结构的非线性分析。
Deng 等[5]采用具有满足设定的弯矩-曲率条件的梁单元,考虑了塑性铰长度因素,探讨了预应力混凝土 T 梁

开裂后结构行为。 目前,桥梁极限承载力主要依靠梁单元、体单元进行计算分析偏多,但梁单元的缺点是不

能充分表征钢筋混凝土结构的力学特性,特别是结构进入非线性阶段后的力学特性;而体单元的建立模型所

需节点和单元较多,计算工作量相应较大,对于非线性分析尤为不利[6鄄7]。 相比而言,分层壳单元在一定程度

上克服了梁单元和体单元存在的这些缺点,用较少的节点和单元数据信息就能较充分表征钢筋混凝土结构

的力学特征,并已在预应力混凝土刚构 U 形梁、纤维布加固梁非线性分析等方面取得了一定的研究成

果[8鄄10]。 目前,大多关于钢筋混凝土 T 梁受力分析的研究成果都忽略了理想模型与实际工程结构之间存在

边界条件的差异,而这些差异对钢筋混凝土 T 梁结构具有较大影响,特别是结构进入非线性阶段之后,故必

须根据实测资料考虑模型边界条件的修正。 另外,在钢筋混凝土非线性有限元分析中,组合式单元模型的精

确性介于分离式模型和整体式模型之间;利用组合式单元模型进行分析时,需分别求得该单元中钢筋和混凝

土组分对组合单元刚度矩阵的贡献,组合式单元模型能在一定程度上表征钢筋与混凝土之间的相互作用,且
其建立模型所需的单元数目和计算工作量相对而言都不大,便于在实际的钢筋混凝土结构分析中得以采用,
如王家林[11]推导了基于体梁单元的组合式模型,并运用此组合式单元对钢筋混凝土结构进行了受力分析,
但只限于线弹性研究;张剑等[12]以平面问题的组合式模型为基础,推导了钢筋层对组合式模型的单元刚度

矩阵贡献,进行了预应力混凝土梁桥的应力重分布研究。
为此,对于钢筋混凝土多梁式 T 梁,本文根据实体退化壳单元理论,推导了实体退化组合单元模式以及

纵向受力钢筋单元对组合单元刚度矩阵的贡献,其余普通钢筋、构造钢筋和混凝土均采用层单元处理,建立

钢筋混凝土多梁式 T 梁的非线性分析模型,并结合试验资料对偏载加载的多梁式 T 梁的极限承载力及主梁

纵筋的应力重分布规律等展开研究。

1摇 钢筋混凝土多梁式 T 梁的组合单元

实体退化壳单元的垂直于壳中面的法线,在变形后仍保持为直线,且假定:垂直于壳中面的应力分量均

为零。 将钢筋混凝土多梁式 T 梁按壳单元离散,并将壳单元按图 1 所示的层单元进行分层处理[5]。 实体单

元共有控制节点 16 个,实体退化壳单元的控制节点缩减为 9 个,用于表征实体退化壳单元的节点信息量显

然减少。

图 1摇 纵向受力钢筋的组合单元模型

Fig. 1摇 Combinative element model of the longitude steel

实体退化壳单元的节点位移为

啄k = (uk,vk,wk,茁1k,茁2k) T (1)
式中:(uk,vk,wk) T———整体坐标系下节点 k 的线位移列向量;(茁1k,茁2k) T———节点 k 在其节点坐标系中的转

角位移列向量。 位移场通过形函数插值可表示为
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式中:u、v、w———整体坐标系下的线位移列向量;Nk———节点 k 的形函数;hk———壳单元在节点 k 处厚度;
淄x1k———节点 k 的节点坐标系 淄1 与整体坐标系 x 轴的夹角余弦值(淄y1k等意义类推可得);n———单元的节点

总数。
在整体坐标系下纵向受力钢筋单元的节点 A 和节点 B(图 1(b))的位移列阵,分别记为(uA,vA,wA) T 和

(uB,vB,wB) T。 基于形函数的位移插值方法,用实体退化组合单元的节点位移进行插值,可知纵向受力钢筋

单元对实体退化组合单元的刚度贡献 Ke S1为

Ke S1 = RTKS1R (5)
式中:KS1———纵向受力钢筋单元在整体坐标系下单元刚度矩阵,其中纵向受力钢筋单元可用空间杆单元模

拟;R———刚度转换矩阵。

2摇 钢筋混凝土多梁式 T 梁的材料非线性特性

2. 1摇 混凝土材料非线性

2. 1. 1摇 屈服准则

以应力角的三角函数为基础,并考虑应力角对屈服面的影响,Ottosen 提出了混凝土四参数屈服准则。
该准则的屈服面子午线为曲线,Ottosen 四参数屈服准则的表达式[12]为

f( I1,J2,cos3兹) = a
J2

f2c
+ 姿

J2

fc
+ b

I1
fc

- 1 = 0 (6)

其中 姿 = 姿(cos3兹) =
k1cos

1
3 arccos (k2cos3兹[ ]) 摇 摇 cos3兹 逸0

k1cos
仔
3 - 1

3 arccos ( - k2cos3兹[ ]) 摇 摇 cos3兹 <

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

式中:fc———单轴抗压强度;兹———Haigh鄄Westegaard 应力角坐标;I1———应力张量的第一不变量;J2———应力

偏张量的第二不变量。 Ottosen 四参数屈服准则中 4 个参数 a、b、k1、k2 可用 2 个单轴强度和典型的双轴、三
轴强度来标定[12鄄13]。
2. 1. 2摇 强化准则

在混凝土非线性有限元分析中[5],弹塑性矩阵中强化参数 H忆,可通过计算混凝土有效应力对混凝土有

效塑性应变的曲线斜率来确定:

H忆 = d滓
d着p

(7)

式中:滓———混凝土有效应力;着p———混凝土有效塑性应变。 滓 与 着p 的关系可以根据混凝土单轴应力应变关

系推求[12]。 基于 Madrid 线型,混凝土单轴应力应变关系式为

滓 = E0(着e + 着p) - 1
2

E0

着0
(着e + 着p) 2 (8)

式中:E0———初始弹性模量;着0———单轴抗压强度 fc 时的总应变,可取为 2fc / E0;着e———弹性应变,即为滓 / E0。
2. 2摇 钢筋的材料非线性

本文假定:纵向受力钢筋和其余钢筋均为力学性能是单向的,即只能承受沿钢筋方向的轴向荷载;所有

钢筋均为理想弹塑性材料,以模拟其材料非线性特性[14]。 纵向受力钢筋采用空间杆单元模拟,并推求其对

实体退化组合单元的刚度矩阵的贡献;其余箍筋、构造钢筋均采用等效厚度的层单元来模拟[15鄄17]。
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3摇 钢筋混凝土多梁式 T 梁的几何非线性

对于钢筋混凝土多梁式 T 梁的实体退化组合单元,基于 V. Karman 假设的 Green 应变在局部坐标系下表

示为

着 = [着x忆 摇 着y忆 摇 酌x忆y忆 摇 酌x忆z忆 摇 酌y忆z忆] T = 着0 + 着L (9)

着M = 鄣u忆
鄣x忆摇

鄣v忆
鄣y忆摇

鄣u忆
鄣y忆 + 鄣v忆

鄣x忆摇
鄣u忆
鄣z忆 + 鄣w忆

鄣x忆 摇
鄣v忆
鄣z忆 + 鄣w忆

鄣[ ]y忆
T

(10)

着L = 1
2

鄣w忆
鄣( )x忆

2
摇 1

2
鄣w忆
鄣( )y忆

2
摇 鄣w忆

鄣x忆
鄣w忆
鄣y忆[ ]摇 0摇 0

T
(11)

式中:x忆y忆z忆———实体退化壳单元的局部坐标系;u忆、v忆、w忆———沿 x忆、y忆和 z忆轴方向的线位移;着———局部坐标系

下应变列阵;着M———局部坐标系下弹性应变列阵;着L———局部坐标系下非线性应变列阵。
该单元的几何刚度矩阵[4]表达式为

Ke滓 = 乙
v
GT滓GdV (12)

式中:滓———局部坐标系下应力矩阵;G———由形函数对整体坐标的偏导数所形成的矩阵。
实体退化组合单元刚度矩阵为

Ke = 移
m

k = 1
KkeC + Ke S1 + Ke S2 + Ke滓 (13)

式中:Ke———实体退化组合单元刚度矩阵;KkeC———第 k 层混凝土的刚度矩阵;Ke S1———纵向受力钢筋单元对

组合单元刚度矩阵的贡献;Ke S2———其余钢筋层的刚度矩阵;Ke滓———基于 V. Karman 假设的几何刚度矩阵;
m———混凝土层数。

在增量法迭代计算中,需要计算失衡力,即未能被单元节点力所平衡掉的力。 在计算单元节点力时,所
需用到单元应力既要与外荷载处于平衡状态,又要满足屈服准则、流动法则和强化准则,这一问题的算法称

为应力调整算法或应力更新算法。 本文采用将 Euler 法和修正的 Newton鄄Raphson 法结合在一起的增量 迭

代法来求解非线性有限元方程组。

4摇 钢筋混凝土多梁式 T 梁的计算分析

4. 1摇 多梁式 T 梁试验模型

某钢筋混凝土多梁式 T 梁的构造及配筋如图 2 所示,桥梁跨径为 9郾 2 m。 该桥由图 3 所示的 4 片 T 梁组

成。 该桥服役了约 40 a 后,于 20 世纪 90 年代退出使用。 文献[18]进行了该多梁式 T 梁的极限承载力试验研

究。 通过现场钻芯取样等试验获取实际桥梁主要材料参数见表 1。 采用图 4 所示的 4 个加载点集中加载方式

以模拟实际车辆的作用,逐级加载直至该钢筋混凝土多梁式 T 梁破坏以获取其极限承载力。 图 4 中主垫梁、下
横梁及岩石锚为实际加载装置,序号 G1 ~G4 分别表示第 1 片至第 4 片 T 梁的主梁中心所在位置。 混凝土的弹性

模量为 23郾 5 GPa,混凝土的抗拉强度为 2郾 2MPa,混凝土的抗压强度为 23郾 6MPa,钢筋的屈服强度为 254郾 8MPa。

图 2摇 钢筋混凝土多梁式 T 梁构造(单位:mm)
Fig. 2摇 Configuration of the RC multi鄄T girder (units: mm)

4. 2摇 多梁式 T 梁的计算模型

钢筋混凝土多梁式 T 梁共有 2 919 个节点,717 个单元,其中实体退化组合单元 96 个。 每个单元设置为
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图 3摇 单片 T 梁构造(单位:mm)
Fig. 3摇 Configuration of the single T beam (units: mm)

图 4摇 钢筋混凝土多梁式 T 梁加载方式及位置(单位:mm)
Fig. 4摇 Loading method and location on
the RC multi鄄T girder (units: mm)

图 5摇 钢筋混凝土多梁式 T 梁的有限元整体模型

Fig. 5摇 The total finite element model of
the RC multi鄄T girder

10 层,其中混凝土 8 层,普通钢筋 2 层。 为提取结果方

便,对于组合壳单元输入很小的虚拟纵向钢筋配筋率,可
输入 10-6。 不显示厚度的有限元模型见图 5,组合单元模

型见图 6。
4. 3摇 挠度计算结果及刚度分析

偏载端主梁 G1 和主梁 G2 的跨中挠度计算结果,与
相应试验数据的对比见图 7。

由图 7 可知,偏载加载时主梁 G1 和主梁 G2 的跨中

部位的试验数据与材料非线性[19]、双重非线性的有限元

计算结果相互吻合程度良好,表明本文建立的 RC 多梁式 T 梁的非线性组合壳单元计算模型为正确。 双重

非线性计入了结构的几何非线性,能更加准确地考虑结构的力学响应,但从整个加载阶段分析,主梁挠度的

材料非线性、双重非线性的计算结果基本重合,因此对于 RC 多梁式 T 梁这类实体结构可以不计几何非线性

影响。 为进行各加载等级的主梁的刚度变化分析,提取各主梁的挠度随加载等级变化见图 8。

图 6摇 钢筋混凝土多梁式 T 梁的组合单元模型

Fig. 6摇 The combinative element model of the RC multi鄄T girder

图 7摇 主梁 G1 和主梁 G2 的跨中荷载 挠度曲线

Fig. 7摇 Load鄄deformation curve of the main beam G1 and G2 in the half span

在竖向荷载作用下各主梁受力不同,各主梁一般不会同时达到承载力极限状态,即结构破坏时各主梁的

刚度退化不同。 为了统一描述和量化各主梁刚度退化规律,“刚度剩余系数冶为不同加载阶段,加载量对相
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图 8摇 各主梁的跨中荷载 挠度曲线

Fig. 8摇 Load鄄deformation curve of each beam

应挠度值的变化率(割线刚度)与选定梁的初始割线刚度之比

值,表达式为

茁 =

pt

st
p0

s
æ
è
ç

ö
ø
÷

0 sup

(14)

式中:茁———刚度剩余系数;pt———t 时刻的加载量;st———t 时刻

的某主梁跨中挠度值;pt / st———该主梁割线刚度;p0———初始加

载量;s0———某主梁跨中初始挠度值;(p0 / s0) sup———工作状态最

佳的主梁初始割线刚度。

图 9摇 各主梁的荷载 刚度剩余系数曲线

Fig. 9摇 Load鄄residual stiffness coefficient
curve of each beam

刚度剩余系数主要描述在不同加载阶段,与刚度变化较小

梁(工作状态最佳的主梁)相比,其余主梁刚度的变化值。 各主

梁的刚度剩余系数随加载等级的变化见图 9,此时以主梁 G4 的

初始割线刚度为计算基准量。
由图 8 可知,在同级荷载作用下,主梁 G1 的挠度最大,刚度

退化现象严重;主梁 G4 的挠度最小,刚度退化现象不明显。 由

图 9 可知,以主梁 G4 的初始割线刚度为标准,各主梁的刚度剩

余系数都随加载等级增大呈现下降趋势,这说明各主梁的刚度

都存在一定的退化趋势。 当达到第 30 加载等级,各主梁的刚度

剩余系数减小较为迅速。 整个加载过程中主梁 G4 的刚度剩余

系数基本都比主梁 G1 初始加载时的刚度剩余系数要大,这说

明了主梁 G1 由于偏载作用宣告破坏时,主梁 G4 仍然预存着一定的刚度。

图 10摇 钢筋应力随加载等级的变化曲线

Fig. 10摇 Variation curve of the steel stress
with load degree

4. 4摇 钢筋应力发展

选择跨中截面处各主梁梁底的纵向钢筋进行考察。 各

主梁纵向钢筋应力在典型加载等级时材料非线性和双重非

线性的计算结果及钢筋应力随加载等级的变化曲线见图 10。
由图 10 可知,各主梁纵向钢筋应力的材料非线性和

双重非线性计算结果在加载初期吻合程度良好,只在加

载后期有偏差;但在加载初期结构处于正常使用阶段,各
主梁纵向钢筋应力的材料非线性、双重非线性的计算结

果基本重合,可以不计几何非线性影响。 由于多梁式 T
梁受偏载作用,在各加载等级时主梁 G1 的钢筋应力最大

且应力发展较为迅速,直至第 23 加载等级,主梁 G1 的钢

筋首先达到屈服强度,此后主梁 G1 的钢筋进入强化阶段

且应力发展缓慢。 主梁 G2 的钢筋在第 28 加载等级时屈

服,主梁 G3 的钢筋在第 34 加载等级时屈服,此时整个结构破坏,主梁 G4 的钢筋未屈服。

5摇 结摇 摇 语

本文对普通钢筋、构造钢筋和混凝土均采用层单元模拟,对纵向受力钢筋采用实体退化组合单元模拟,
推导了实体退化组合单元并对钢筋混凝土多梁式 T 梁的受力性能进行了仿真模拟,分析了几何非线性对此

结构的具体影响。 结合试验梁数据分析表明,本文推演的实体退化组合单元以及建立的钢筋混凝土多梁式

T 梁的非线性计算模型为正确。 对于钢筋混凝土多梁式 T 梁类实体结构,材料非线性效应明显,几何非线性

效应在一定范围内可以不计入。 随着加载量增大,偏载端主梁的刚度退化最显著,其余各主梁的刚度也都有

不同程度的退化趋势。 偏载端主梁的钢筋应力发展最为迅速而首先达到屈服强度,其余各主梁的受力钢筋

应力依次发展,直至结构破坏。
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