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基于多元自适应回归样条的高维岩土工程问题分析

仉文岗1,2,洪摇 利1,黎泳钦1

(1. 重庆大学土木工程学院,四川 重庆摇 400045;
2. 库区环境地质灾害防治国家地方联合工程研究中心,重庆大学,四川 重庆摇 400045)

摘要: 为解决岩土工程中多元变量间的非线性相关问题,采用一种非参数回归算法———多变量自

适应回归样条建立对目标参数的预测模型。 该算法基于大量可靠的岩土监测数据,运用简单线性

样条函数的组合对输入、输出参数进行相关性拟合,生成显性表达式,同时得到各输入参数的相对

重要性。 通过桩的可贯入性、地下洞室稳定性分析 2 个实例,对该方法进行评估。 2 个实例中测试

集的决定性系数 R2 分别为 0郾 921 和 0郾 986,最重要的输入参数分别是桩材料的弹性模量和围岩质

量,表明该方法可较精确地拟合多元输入参数与输出参数间的相关性,可用于未知响应的预测。
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Analysis of multi鄄dimensional geotechnical engineering problems based on
multivariate adaptive regression splines
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Abstract: A nonparametric regression algorithm, called the multivariate adaptive regression splines (MARS), is
adopted to establish a simple and interpretable model to approximate the nonlinear interactions between inputs and
outputs. Based on well鄄documented case data, MARS is capable of producing explicit expressions using the
combination of simple linear spline functions, as well as obtaining the relative importance of input parameters. The
reliability and accuracy of MARS were validated via the geotechnical applications of pile drivability assessment and
stability evaluation of underground caverns. The coefficients of determination for the testing set in the two examples
are 0郾 921 and 0郾 986, respectively, indicating that MARS can effectively fit the correlation between input
parameters and target outputs. As for the parametric relative importance, the elasticity modulus of pile and quality
of surrounding rock are recognized as the two most influential factors. MARS method can accurately relate the target
responses to nonlinear and multivariate inputs; thus, it is useful in the practical engineering construction.

Key words: multivariate adaptive regression splines; basis function; driven pile; drivability; stability of
underground caverns; parametric relative importance
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现阶段很多岩土工程问题依赖于利用经验方法、使用经验公式确定工程系统对输入变量的响应。 这主

要是因为岩土工程问题通常涉及多元变量问题,其机理难以准确地用科学语言进行描述;或是系统太复杂,
无法建立精确的数学物理模型针对涉及多个设计(输入)变量和非线性响应的问题,特别是与统计相关的输

入变量问题,通常采用回归方法。 但当涉及大量输入变量,特别是当涉及混合变量或统计变量时,普通回归

模型的适用性较低。 另外,普通回归方法所采用的模型假设通常有悖于真实情况。
本文探讨一种可用于非线性和多维关系建模的方法,即多元自适应回归样条法(MARS)。 MARS 的优

点之一是不需要预先设定函数的形式,并且能够在高维数据中找到复杂的数据映射,生成简单、易于解释的

模型,能够估计输入变量对输出变量的贡献。 近年来 MARS 算法在土木工程领域中的应用主要包括:岩体

变形模量预测[1]、钉合路面性能建模[2]、砂土桩竖井阻力预测[3]、沥青混合料变形预估[4]、加筋土墙振动台

试验分析[5]、黏土不排水抗剪强度测定[6]、无黏性土层沉桩过程中桩的极限承载力预测[7]、基坑开挖支护挡

墙侧移曲线预测[8]、土压盾构隧道施工引起地表沉降估计[9] 等。 本文首先介绍 MARS 的基本原理,并通过

2 个实例(实例 1 是高维非线性大数据问题,实例 2 是多维非线性问题)说明该函数的逼近能力及其有效性;
然后结合 MARS 自身的特点,给出在复杂高维大数据量岩土工程问题中使用该方法的相关建议。

1摇 MARS
MARS 是一种基于分段策略的非线性、非参数回归方法[10鄄11]。 该方法无需假设输入变量与输出变量之

间潜在的特定函数关系,而是将数据的训练集划分为独立的不同梯度的分段线段,每个分段线段称为基函

数;各段的端点称为结点,一个结点标记数据的一个区域的结束和下一个区域的开始。 由此得到的基函数将

给予模型更大的灵活性,允许产生弯曲、阈值和其他偏离线性的情况。 MARS 通过逐步搜索以生成基函数,
利用自适应回归算法以选择结点位置。 MARS 算法分为前向选择、后向剪枝 2 个步骤:前向选择过程是对输

入的样本数据进行划分处理,用样条函数代替划分的小区间拟合得到新的基函数,继而得到一个拟合模型;
后向剪枝过程是对所产生的基函数进行筛选处理,剔除对模型拟合贡献较小的基函数,以避免出现过拟合情

况,进而产生最优模型。
1. 1摇 前向选择过程

MARS 基本的数学模型如下:
y = f(X1,X2,…,XP) + e = f(X) + e (1)

式中:y———输出(目标)变量;X———输入变量矩阵, X=(X1,X2,…,XP);e———误差分布。
MARS 通过基函数估计函数 f。 基函数为光滑多项式,包括分段线性和分段三次函数 2 种模型。 为了简

单起见,只表示分段线性函数。 分段线性函数以 max (0, x-t) 的形式表示( t 为 x 的某一取值),其中结点的

位置由 t 值决定,式(2)表明只有当 x-t逸0 才有意义,否则取 0 值。 其表达式为

max(0,x - t) = x - t摇 摇 x 逸 t
0 摇 摇{ x < t

(2)

摇 摇 MARS 模型 f(X) 由基函数和它们之间相互关系的线性组合建立,其表达式为

f(X) = 茁0 + 移
N

n = 1
茁n姿n(X) (3)

式中:茁0———常数;N———基函数的个数,预设最大基函数个数(一般取最终模型基函数数量的 2 倍),再由后

向剪枝过程筛选删减;茁n———基于最小二乘法得出的第 n 个基函数的系数;姿n(X)———基函数,可以是一个

样条函数,也可以是包含在模型中 2 个或更多的样条函数的乘积(为了简便,本文最高采取二阶[12])。
MARS 是一个数据建模的过程,为使模型符合式(3),应先对数据的训练集进行前向选择程序。 通过采

用常数项和基函数对生成模型,尽量减小训练误差;对含有 N 个基函数的模型,下一对加入模型的基函数形

式为

茁̂n+1姿n(X)max(0,xi - t) + 茁̂n+2姿n(X)max(0,t - xi) (4)
摇 摇 式中 茁 利用最小二乘法求得。 模型加入新的基函数时,也会考虑其与模型中已有基函数之间的相互作

用。 若基函数数目达到模型预定的最大数量,将产生一个过拟合的模型。
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1. 2摇 后向剪枝过程

为了选取并剔除多余的基函数,MARS 采用广义交叉验证法(GCV)确定所需的模型。 利用参数 着 对模

型子集的性能进行比较,着 的值越小,模型越优。 着 的计算方法如下:

着 =

1
M移

M

i = 1
[yi - f(xi)] 2

1 -
N + d(N - 1)

2
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úúM

(5)

式中:M———数据组数; yi———实测数据值;f(xi)———MARS 模型预测值;d———惩罚因子。
分子是 MARS 模型数据训练集的均方误差,分母为惩罚函数。 模型复杂度越高,方差就会越大。 着 不仅

决定模型的基函数数目,而且影响结点数。 一般默认 d 值取 3[13]。 后向过程中,在已预设最大基函数个数的

前提下,该算法通过不断地剔除基函数使式(5)取得最小值,直至找到一个合适的模型。 由于基函数的选择

和可变结点的位置是依据数据和具体研究问题决定的,因此 MARS 是一种自适应的模型。 得出最优 MARS
模型后,通过将涉及同一个变量的所有基函数组合在一起,并采用方差分析比较变量的统计学显著性,以此

来评价输入变量和基函数的贡献。
另外,由于最大基函数个数是事先预设的,若预设值不合理,可能导致最终的模型并不是最优模型。 因

此可以试验多组预设值,并选取合适的评价指标,观察评价指标随预设值的变化情况,以此确定最终模型的

预设最大基函数个数。 本文最终模型的选取主要参考 3 个评价指标:决定系数 R2、标准偏差 啄RMSE、相对平均

标准偏差 啄RRMSE。

2摇 案 例 分 析

表 1摇 输入变量

Table 1摇 Summary of inputs variables

符号 变量 符号 变量

x1 冲锤压力 x10 桩截面面积

x2 冲击能量 x11 桩长径比

x3 锤垫面积 x12 桩底振幅

x4 弹性模量 x13 轴向阻尼

x5 材料厚度 x14 桩底阻尼

x6 桩帽质量 x15 轴向阻力

x7 桩摇 长 x16 桩极限承载力

x8 桩嵌入深度 x17 冲摇 程

x9 桩直径

2. 1摇 预制桩贯入过程中的最大压应力预测

采用 MARS 对一个多变量、大数据问题进行分析。 通过

对冲锤、土体相关参数以及桩的极限承载力、冲程等 17 个输

入变量进行分析,预测预制桩在贯入过程中承担的最大压应

力(滓MCS ),从而判断桩的可贯入性。 输入的 17 个变量见

表 1,输出变量为最大压应力 y。 本例的数据库包括 67 个项

目中的 4 072 个型钢桩试验结果[13鄄14]。 从数据库中随机选取

70%的数据作为训练集,其余作为测试集。
在建模过程中,不断调试基函数的预设个数,并观察模型

的 R2、啄RMSE、啄RRMSE 值的大小,选取恰当的预设基函数个数。

本例中,3 个误差评价指标随预设基函数个数的变化见表 2。

表 2摇 评价指标随基函数数目变化情况

Table 2摇 Variations of measuring indexes with BFs number

预设基
函数个数

评价指标

R2 啄RMSE 啄RRMSE / %
预设基

函数个数

评价指标

R2 啄RMSE 啄RRMSE / %

32 0郾 900 13郾 111 6郾 60 48 0郾 914 12郾 205 6郾 14
34 0郾 902 12郾 995 6郾 54 50 0郾 913 12郾 231 6郾 16
36 0郾 900 13郾 140 6郾 62 52 0郾 917 11郾 952 6郾 02
38 0郾 900 13郾 105 6郾 60 54 0郾 918 11郾 871 5郾 98
40 0郾 900 13郾 145 6郾 62 56 0郾 921 11郾 642 5郾 86
42 0郾 899 13郾 167 6郾 63 58 0郾 920 11郾 738 5郾 91
44 0郾 901 13郾 082 6郾 59 60 0郾 919 11郾 821 5郾 95
46 0郾 905 12郾 813 6郾 45

表 2 表明,拟合效果不随预设基函数个数增长而优化,为获得较为理想的拟合效果,应不断调试预设基

函数的数目;必要时,程序的运行时间也可作为考虑因素。 本例中,预设基函数数目为 56 时 R2 值较高,且
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啄RMSE、啄RRMSE值均较低,效果较理想,因此选取该试验 MARS 模型进行分析预测。
训练数据集与测试数据集的拟合效果可见图 1。 由图 1 可知,训练集的拟合效果较为理想,可用于下一

步的预测;测试集的 R2 约为 0郾 921,相对平均标准偏差为 5郾 86% ,表明该模型的适用性较好。

图 1摇 MARS 模型拟合的 滓MCS效果

Fig. 1摇 Comparison between target and predicted 滓MCS for the training set and testing set

模型的方差分析结果见表 3。 表 3 中的第一列为方差分析函数序号,第二列给出了模型的 着 值,该值是

将与某一特定方差分析函数响应的基函数删去后的 着 值,可表征该方差分析函数对模型拟合情况的影响程

度。 第三列表示对应函数的标准差,第四列给出了与该方差分析函数有关的输入变量。
表 3摇 MARS 模型的 滓MCS方差分析结果

Table 3摇 ANOVA decomposition of 滓MCS for the MARS model

函数序号 着 滓STD 相关变量 函数序号 着 滓STD 相关变量

1 0郾 020 0郾 113 x1 12 0郾 005 0郾 021 x1,x17
2 0郾 026 0郾 074 x4 13 0郾 022 0郾 092 x2,x4
3 0郾 009 0郾 058 x6 14 0郾 005 0郾 032 x6,x10
4 0郾 010 0郾 039 x7 15 0郾 012 0郾 067 x6,x16
5 0郾 005 0郾 024 x10 16 0郾 008 0郾 053 x7,x16
6 0郾 006 0郾 028 x11 17 0郾 006 0郾 035 x8,x16
7 0郾 025 0郾 137 x17 18 0郾 004 0郾 021 x10,x16
8 0郾 005 0郾 018 x1,x3 19 0郾 004 0郾 011 x11,x15
9 0郾 004 0郾 014 x1,x7 20 0郾 004 0郾 014 x11,x17
10 0郾 004 0郾 011 x1,x15 21 0郾 005 0郾 029 x15,x16
11 0郾 004 0郾 015 x1,x16 22 0郾 004 0郾 018 x16,x17

摇 摇 摇 摇 注:滓STD为标准差。

图 2摇 滓MCS的 MARS 模型输入变量相对重要性

Fig. 2摇 Relative importance of input variables
in the MARS model of 滓MCS

通过分析MARS 模型中输入变量有无对 着 的影响

来评估输入变量的相对重要性。 图 2 给出了相对重要

性的分析结果。 结果表明,在 滓MCS预测模型中,弹性

模量是最重要的参数,其次是冲锤压力和冲程。 未列

出的 5 个变量是在 MARS 模型中认为对输出变量贡献

极小的变量。
表 4 列出了 MARS 模型的 滓MCS基函数 BFs及其相

应的表达式。 MARS 模型如下:
y=5郾 1+0郾 715BF1-0郾 758BF2+0郾 3BF3+0郾 461BF4-

0郾 633BF5-0郾 173BF6-0郾 026BF7+14郾 13BF8+
0郾 04BF9-0郾 46BF10+0郾 042BF11+0郾 173BF12-
17郾 14BF13+0郾 204BF14+0郾 12BF15+0郾 398BF16-
0郾 463BF17+0郾 089BF18+2郾 985BF19-0郾 045BF20+
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摇 摇 摇 摇 0郾 136BF21+0郾 117BF22-0郾 312BF23-0郾 439BF24+0郾 076BF25-0郾 222BF26-0郾 010BF27+
0郾 208BF28+2郾 193BF29-0郾 124BF30-2郾 773BF31+5郾 003BF32-0郾 191BF33-0郾 0420BF34+
0郾 666BF35+0郾 191BF36-0郾 208BF37-0郾 112BF38-0郾 235BF39-1郾 332BF40+1郾 259BF41-
4郾 882BF42-1郾 295BF43-0郾 225BF44-0郾 142BF45

表 4摇 滓MCS的 MARS 基函数表达式

Table 4摇 Expressions of BFs for the MARS model of 滓MCS

基函数表达式 基函数表达式

BF1 =max(0, x17-0郾 683 6) BF24 =BF6 伊max(0, 1郾 754 4-x6)
BF2 =max(0, 0郾 683 6-x17) BF25 =max(0, 3郾 091-x7)
BF3 =max(0, 1郾 998 8-x6) BF26 =max(0, 7郾 229-x16)伊max(0, x6-1郾 763)
BF4 =max(0, x1-2郾 687 8) BF27 =max(0, 7郾 229-x16)伊max(0, 1郾 763-x6)
BF5 =max(0, 2郾 687 8-x1) BF28 =BF25 伊max(0, x16-6郾 966)
BF6 =max(0, x10+4郾 605 2) BF29 =BF2 伊max(0, x16-7郾 245)
BF7 =max(0, x11-2郾 148 3) BF30 =BF2 伊max(0, 7郾 245-x16)
BF8 =max(0, 2郾 148 3-x11) BF31 =max(0, 7郾 229-x16)伊max(0, x1-3郾 381)
BF9 =max(0, 7郾 229-x16)伊max(0, x8-1郾 386 3) BF32 =BF16 伊max(0, 3郾 992 7-x2)
BF10 =max(0, 7郾 229-x16)伊max(0, 1郾 386 3-x8) BF33 =max(0, 7郾 229-x16)伊max(0, x15-4郾 442 7)
BF11 =max(0, x6-1郾 998 8)伊max(0, x16-6郾 514 4) BF34 =max(0, 7郾 229-x16)伊max(0, 4郾 442 7-x15)
BF12 =max(0, x6-1郾 998 8)伊max(0, 6郾 514 4-x16) BF35 =BF5 伊max(0, 2郾 079 4-x7)
BF13 =BF2 伊max(0, x1-3郾 381) BF36 =BF7 伊max(0, 2郾 708 1-x15)
BF14 =BF2 伊max(0, 3郾 381-x1) BF37 =BF3 伊max(0, x16-6郾 567 7)
BF15 =max(0, x4-0郾 672 94) BF38 =BF3 伊max(0, 6郾 567 7-x16)
BF16 =max(0, 0郾 672 94-x4) BF39 =BF4 伊max(0, x3+1郾 698 3)
BF17 =BF6 伊max(0, x16-6郾 973 1) BF40 =BF4 伊max(0,-1郾 698 3-x3)
BF18 =BF6 伊max(0, 6郾 973 1-x16) BF41 =BF16 伊max(0, x2-4郾 062 2)
BF19 =BF4 伊max(0, x15-4郾 510 9) BF42 =BF16 伊max(0, 4郾 062 2-x2)
BF20 =BF4 伊max(0, 4郾 510 9-x15) BF43 =BF16 伊max(0, x2-3郾 770 5)
BF21 =max(0, x16-7郾 229)伊max(0, x15-3郾 737 7) BF44 =BF1 伊max(0, x11-3郾 336 5)
BF22 =max(0, x16-7郾 229)伊max(0, 3郾 737 7-x15) BF45 =BF1 伊max(0, 3郾 336 5-x11)
BF23 =BF6 伊max(0,x6-1. 754 4)

2. 2摇 地下洞室开挖的稳定性分析

图 3摇 安全系数 MARS 模型拟合效果

Fig. 3摇 Comparison between target and
predicted FS

表 5摇 安全系数 MARS 模型方差分析

Table 5摇 ANOVA decomposition for
the MARS model of FS

基函数序号 着 滓STD 相关变量

1 0郾 207 0郾 264 x1
2 0郾 005 0郾 045 x2
3 0郾 139 0郾 224 x3
4 0郾 005 0郾 053 x2, x3

摇 摇 地下洞室的常规稳定性评估涉及稳定性安全系数的确

定,当系统的荷载效应超过结构抗力时,安全系数小于 1,认
为结构发生破坏。 与上个案例相似,本例中以地下洞室的岩

体质量 Q 值(Q 系统的得分)为输入变量 x1,以地下洞室的宽

度 B(单位为 m)为输入变量 x2,以地下洞室的高度 H(单位

为 m)作为输入变量 x3,以 Flac3D 软件建立地下洞室模型,采
用有限差分法(FDM)算得的安全系数 FS 为输出变量。 利用

MARS 预测安全系数,并分析各个输入变量对洞室稳定性的

影响。
本数据库包含 120 组数据(5 种 Q 值,6 种 B 值,控制高

宽比为 4、2、1、0郾 5,共 4 种情况;三者组合共 5 伊 6 伊 4 =
120 组),随机抽取 80 组作为训练集,40 组作为测试集[15]。
通过不断调整预设基函数数目,发现预设基函数数目为 16 时

模型的拟合效果最好,训练集 R2 = 1;测试集 R2 = 0郾 986,啄RMSE

=0郾 035,相对标准偏差 啄RSD = 3郾 87% 。 模型的方差分析结果

见表 5,拟合效果及参数相对重要性分别见图 3 和图 4。
由图 4 中各输入变量的相对重要性柱状图可得出,岩体

质量 Q 对地下洞室整体稳定性的影响最大,其次是洞室的高

度值 H,宽度值 B 对洞室整体稳定性影响最小。 因此,在地下
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洞室选址时,根据使用功能确定断面的基本几何尺寸后,应将围岩的质量作为一个重要的考虑因素。
该 MARS 模型中,基函数以及安全系数的表达式,见表 6。
MARS 模型如下:

y=0郾 534 5+0郾 120 93BF1-0郾 162 98BF2-0郾 093 147BF3-0郾 129 9BF4+0郾 077 966BF5-0郾 122 26BF6-
0郾 048 314BF7-0郾 372 83BF8+0郾 232 46BF9-0郾 218 05BF10+0郾 087 652BF11+0郾 192 09BF12

图 4摇 安全系数 MARS 模型输入变量相对重要性

Fig. 4摇 Relative importance of input variables in
the MARS model of FS

表 6摇 安全系数 MARS 模型基函数表达式

Table 6摇 Expressions of BFs for the MARS model of FS

基函数表达式 基函数表达式

BF1 =max(0, x1-2郾 302 6) BF7 =max(0, 0-x1)
BF2 =max(0, 2郾 302 6-x1) BF8 =max(0, x3-2郾 708 1)
BF3 =max(0, 3郾 401 2-x3) BF9 =max(0, 2郾 708 1-x3)
BF4 =max(0, x2-2郾 708 1) BF10 =BF3 伊max(0, x2-2郾 302 6)
BF5 =max(0, 2郾 708 1-x2) BF11 =BF3 伊max(0, 2郾 302 6-x2)

BF6 =BF5 伊max(0, 1郾 609 4-x3) BF12 =BF9 伊max(0, x2-2郾 302 6)

3摇 结摇 摇 语

论证了使用 MARS 模拟岩土工程中多维非线性问题(涉及多个变量)的可行性。 通过对 2 个案例进行

模拟验证发现,由于 MARS 基本上使用线性回归建立模型,并通过在不同的输入变量区间内选取不同的斜

率来近似该模型,所以 MARS 在计算过程上能够更有效地建立准确的拟合模型。
有别于传统的人工神经网络模型的“黑匣子冶模式,MARS 模型的解释性良好,可以输出显性表达式。 所

建立模型的数学表达式如 2 个案例所示,并且结合表 4 与表 6,可观察到 MARS 模型能够明确结点位置,即
输入变量间的界限点,因此可提供监测数据可能发生突变的位置。 此外,MARS 能够通过方差分析过程评估

每个变量的相对重要性,为工程设计方案的选择提供指导意见。
在应用 MARS 的过程中,应注意该算法主要应用于回归预测,其拟合能力较强,但可能出现过拟合现

象。 因此,在进行程序计算前应先选取合适的参数,例如惩罚因子、基函数的最高阶数等;然后不断调整预设

基函数的数目,观察对应的 R2、啄RMSE、啄RRMSE(或其他统计学误差评价指标),以选择最终的 MARS 模型;最后

再通过方差分析得出输入变量的相对重要性。
MARS 算法如本文所述,虽然可用于复杂的回归预测问题,但与集成算法比较而言,计算效率仍然不

足[16]。 另外在 MATLAB 软件中实现 MARS 时,存在无法处理数据缺失、无法进行数据聚类分析的缺点,这
也是 MARS 未来需要改进的方向。
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·简讯·

“六·五冶世界环境日

1972 年 6 月 5 日联合国在瑞典首都斯德哥尔摩召开了联合国人类环境会议,会议通过了《人类环境宣

言》,并提出将每年的 6 月 5 日定为“世界环境日冶。 同年 10 月,第 27 届联合国大会通过决议接受了该建议。
世界环境日(World Environment Day)的确立,反映了世界各国人民对环境问题的认识和态度,表达了人类对

美好环境的向往和追求。 它是联合国促进全球环境意识、提高政府对环境问题的注意并采取行动的主要媒

介之一。 联合国环境规划署每年 6 月 5 日选择一个成员国举行“世界环境日冶纪念活动,发表《环境现状的

年度报告书》及表彰“全球 500 佳冶,并根据当年的世界主要环境问题及环境热点,有针对性地制定每年的

“世界环境日冶主题。
2019 年世界环境日的主题为:蓝天保卫战,我是行动者(Beat Air Pollution)。

(本刊编辑部供稿)
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