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基于比例边界有限元法的
Lamb 波在板中传播的模拟分析

杜成斌,何晓宇,李欣竹

(河海大学力学与材料学院,江苏 南京摇 211100)

摘要: 基于比例边界有限元法对 Lamb 波在板中遇到多裂纹、内置竖向和横向裂纹以及凹陷时的传

播行为进行模拟,在入射波模态为 S0 和 A0 这 2 种情况下,改变内置裂纹的开裂角与深度、凹陷的

弧度,对反射波的模态振幅进行分析。 研究表明,在同一薄板上,不同的裂纹形态对于波形的增幅

有所不同。 反射波的模态振幅随着裂纹深度与开裂角的增大基本呈增大趋势,Lamb 波的激发模态

为 A0 时,随着板中内置裂纹开裂角的增大,反射波模态振幅的增大效果与激发模态为 S0 时相比更

为明显。 当激发的入射波模态为 S0 时,反射波中的模态振幅随着板上凹陷的减缓,减小幅度更大。
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Simulation of Lamb wave propagation in plate based on
the scaled boundary finite element method

DU Chengbin, HE Xiaoyu, LI Xinzhu
(College of Mechanics and Materials, Hohai University, Nanjing 211100, China)

Abstract: Based on the scaled boundary finite element method, the propagation behavior of Lamb waves in a plate
encountering multiple cracks, built鄄in vertical and transverse cracks, and depression was simulated. Different
cracking angles, depths of the built鄄in crack and curvatures of pit were simulated under the A0 and S0 excitation
mode, in which the mode amplitude of the reflected wave were analyzed. On the same plate, different crack pattern
will have different increment for the waveform. The mode amplitude of the reflected wave increases with the
increase of the crack depth and the crack angle. As the cracking angle of built鄄in crack increases, the effect of the
mode amplitude in reflected waves is more obvious when the excited mode is antisymmetric A0 mode. The mode
amplitude in the reflected wave decreases as the depression on the plate slows down, which is more obvious when
the excited mode is symmetric S0 mode.

Key words: scaled boundary finite element method; Lamb waves; thin plate; cracks; pit; mode amplitude

Lamb 波是纵波和横波在板中传播时与板的上、下表面发生多次反射、波形相互耦合之后形成的特殊形

式的应力波[1]。 作为板状结构中传播的超声导波,Lamb 波在遇到板中的缺陷时,会发生散射、反射和透射现

象[2],具有传播衰减小、检测效率高等特点,被应用于薄板结构的无损检测和结构安全检测中[3鄄5]。 Lamb 波

在传播中会出现多个模态,这些模态可以根据板中质点振动的相位关系分为对称模态和反对称模态 2 类。
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在检测时选取一定频厚积(即波的频率与板厚的乘积)下的合适模态的 Lamb 波,能够减少传播过程中产生

的模态数目,提升检测的精确度与效率。 对 Lamb 波在缺陷板中的传播行为进行模拟能够给无损检测的实

施提供一定的参考。 有限元法已被广泛应用于 Lamb 波的传播模拟中[6鄄8],当缺陷相对于整体结构较小,在
模拟时需要划分较密的网格,增加了计算成本[9]。 边界元法也被应用于缺陷板中的 Lamb 波传播模拟

中[10],但因为求解过程中需要基本解,在一定程度上限制了边界元法对复杂问题的求解。
Wolf 等[11]和 Song 等[12]在研究无限域问题时提出的比例边界有限元法( scaled boundary finite element

method, SBFEM)结合了有限元法和边界元法的优点。 比例边界有限元与边界元一样,只需要对边界进行离

散,将计算的维度降低了一维[13],但比例边界有限元不需要事先给定研究域的可行解。 比例边界有限元在

环向(边界)的离散化与有限元类似,具有有限元法的精度,在径向是解析的,相比常规有限元在计算时更有

优势。 相对于其他数值解法,比例边界有限元法可以在没有网格细化的情况下准确描述裂纹尖端或拐角处

的应力奇异性,更适合模拟孔洞、裂纹等不规则形状[14]。
本文采用比例边界有限元法模拟 Lamb 波在有缺陷的板中的传播,对波的传播行为进行分析。 对比单、

双裂纹板中传播的 Lamb 波在同一观测点的波形变化,总结反射波中的模态振幅在内置竖向裂纹板与内置

横向裂纹板中随着裂纹开裂角与深度增大时的变化规律,并且对比入射模态为 S0模态和 A0模态时,Lamb 波

对于裂纹及凹陷变化的敏感性。

图 1摇 比例边界有限元子域示意图

Fig. 1摇 Subdomain in the scaled
boundary finite element method

1摇 比例边界有限元法

如图 1 所示,在比例边界坐标系( 孜,浊)中,孜 为径向坐标,浊 为环向坐

标。 在比例边界有限元中需要设置比例中心,子域内的任意一点对比例中

心可见。 裂纹所在子域的比例中心需要放置在裂纹尖端并且可见子域内

的任意一点,裂纹面通过相应节点沿比例中心缩放形成,不需要进行离散

处理。 在比例中心径向坐标 孜 = 0,在边界上 孜 = 1。 环向坐标 浊 在子域的

边界沿比例中心逆时针设置。 子域中的任意一点在笛卡尔坐标系的坐标

(x,y)可以由 孜 和 浊 表示[9]:
x = 孜N(浊)x (1)
y = 孜N(浊)y (2)

式中:N(浊)———形函数矩阵;x、y———节点坐标集。
比例边界有限元在径向上是解析的,只需要对每个子域的边界进行离散。 式(1)、式(2)中坐标形函数

与有限元中的形函数类似,但只与环向坐标 浊 有关。
位移场:

u(浊,孜) = N(浊)u(孜) (3)
式中:u(孜)———边界上的节点位移,以 孜 为变量。

二维情况下比例边界有限元法的动力学平衡方程[9]如下:
E0孜2u(孜) ,孜孜 + (E0 - E1 + ET

1)孜u(孜) ,孜 - E2u(孜) + 棕2孜2M0u(孜) = 0 (4)
式中:E0、E1、E2———系数矩阵;M0———质量矩阵;棕———荷载频率。

式(4)可以演变为变量 孜、棕 的常微分方程,引入动力刚度矩阵 S(棕,孜),得到采用动力刚度矩阵描述的

平衡方程[15]:
(S(棕,孜) - 孜E1)(孜E0) -1(S(棕,孜) - 孜ET

1) - 孜E2 + 棕S(棕,孜) ,棕 + 棕2孜3M0 = 0 (5)
在边界(孜=1),动力刚度矩阵可以表示为静力刚度矩阵 K、质量矩阵 M 以及高阶项的组合[16],参见文献

[17]引入辅助变量 Xi 改进连分式,能够在一定程度上提高计算结果的稳定性。
时域中的运动方程如下:

Khz + Mh
咬z = f (6)

其中

Kh = diag(K,S0(1),S0(2),…,S0(Mcf))
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z = [u1 摇 u2 摇 u3 摇 …摇 uMcf
] T

f = [R摇 0摇 0摇 …摇 0] T

式中:S0( i)、S1( i)( i=1,2,…,Mcf)———高频行为的校正项[16];u———边界上的节点位移;R———边界上的牵引

力;ui( i=1,2,…,Mcf)———与高阶项相关的辅助变量。
式(6)可以用 Newmark 时间积分方法进行求解。

2摇 数 值 算 例

图 2摇 群速度频散曲线

Fig. 2摇 Dispersion curve of group velocity

2. 1摇 单裂纹板

Lamb 波在均质的板中传播,波群速度随着频厚积的变化而变

化,并且存在多个模态,模态分为对称模态和反对称模态,分别用

S0、S1 和 A0、A1 表示。 当材料参数弹性模量 E=200 GPa、泊松比 淄=
0郾 3、密度 籽= 7郾 85 g / cm3,并且板的边界条件设置为自由边界时,由
Raleigh鄄Lamb 频率特征方程[2] 可求得对应的 Lamb 波群速度频散曲

线,如图 2 所示,选择适当的频厚积可以控制 Lamb 波中具有传播能力

的模态数目。 这一材料参数及边界条件应用于本文的所有数值算例。
为了验证比例边界有限元法对 Lamb 波在板中传播模拟的准

确性,选择长 12 mm、厚 2 mm 的二维均质板进行分析,并将比例边

图 3摇 裂纹板示意图

Fig. 3摇 Diagram of crack in
the crack plate and load distribution

界有限元与有限元的分析结果进行对比。 如图 3(a)所示,在板的

上表面 x=6mm 处设置 1 条深 1mm、表面开口宽度为 3郾 5伊10-7mm
的裂纹,观测点 A 设置在板的下表面 x=6 mm 处,在板的最左端给

予 1 个均匀分布的脉冲荷载激发 Lamb 波。 脉冲荷载计算式

如下:

P( t) = sin(2仔ft)e - 1
2

t-滋( )滓
2 (7)

式中:滋、滓———与时间相关的参数,滋=6 滋s,滓= 2 滋s;f———频率,f =
0郾 6 MHz。 此时频厚积为 1郾 2 MHz·mm,根据图 2,Lamb 波中只有

S0和 A0这 2 种模态的波具有传播能力。 以下所有算例均采用这

一脉冲荷载。
比例边界有限元计算时,裂纹所在子域的网格划分如图 3(b)

所示,比例中心设置在裂纹尖端,并且对子域内的任意一点可见,
裂纹子域划分为 6 个线单元,均由积分插值节点组成,裂纹面不需

要作为边界进行离散处理。
计算时间间隔为0郾 03 滋s、1 500 个时间步传到点 A 的波的 y 方

向的位移,见图 4。 该裂纹板在 ABAQUS 中采用四边形网格划分

为 2 400 个单元、2 562 个节点进行计算,在裂纹面需要进行离散处理。 在用比例边界有限元进行计算时,将
裂纹板划分为 3 个子域来进行计算,共有 63 个节点。 相应的位移随时间的变化曲线如图 4 所示,比例边界

有限元法与有限元法的计算结果具有良好的一致性。
在 有限元中,当裂纹的长度或开裂角发生改变时,需要对网格进行重划分。而在比例边界有限元中,可
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图 4摇 点 A 处 y 方向位移变化曲线

Fig. 4摇 Vertical displacement in
time domain at point A

图 5摇 单裂纹板示意图

Fig. 5摇 Diagram of crack in single
crack plate and load distribution

图 6摇 t=48 滋s 时板的表面位移分析

Fig. 6摇 Displacement analysis on
the plate surface at time t=48 滋s

以通过改变裂纹所在子域的比例中心的位置对裂纹进行改变,一定

程度上减少了需要进行重划分的网格数量,提升了计算效率,在对裂

纹结构的模拟计算中具有一定的优势。
2. 2摇 单裂纹板和双裂纹板

选择 1 块长 300mm、厚 2 mm 的二维均质板进行分析,在板上表面

x1 =150mm 处设置 1 个开口裂纹,上表面 x0 =80 mm 处为观测点 A,裂纹

位置与板所受荷载如图 5(a)所示,由于施加的荷载对称,所以激发出 S0

模态的波。 裂纹所在子域如图 5(b)所示,比例中心放置在裂纹尖端,并
且对子域内的任意一点可见,裂纹的开裂角 琢=5毅,裂纹深度d=1mm。

当 Lamb 波在板中传播,到裂纹处发生反射,反射回的波到达板的

左边界之前,在裂纹左端的板上可以得到完整的反射信号。 从激发出

入射波开始计时,t=48 滋s 时满足上述条件。 选取这一时刻裂纹左端

(板长 x=0 ~150 mm 处)的板进行分析,板的下表面 x=0 ~150 mm处 y
方向的位移如图 6(a)所示。 图 6(a)中的数值经过空间傅里叶变换,
得到与波数 k 相关的振幅变化曲线,如图 6(b)所示。 反射信号中包含

了 2 种 模 态 的 波, 对 应 的 波 数 分 别 为 k = 0郾 769 mm-1 和

k=1郾 605 mm-1,与同一频率下 S0模态和 A0模态的波数理论值 kS0 =
0郾 727 mm-1和 kA0

=1郾 559 mm-1相差不大,可知 S0模态的波传播到裂

纹处,反射回 S0模态和 A0模态的波。
在单裂纹板的上表面 x2 = 190 mm 处增加 1 条向上的开口裂纹,

裂纹的开裂角 琢=5毅,裂纹深度 d=1 mm。 在观测点 A,将模拟所得的

波 y 方向的位移随时间的变化曲线与只有单个裂纹时的位移变化曲

线进行比较,如图 7(a)所示。 在同一观测点上,单、双裂纹板中的波

形存在差异,板上增加的裂纹导致传播回观测点的波在一定时段后

有所增加。 将双裂纹板在 x2 处的裂纹设置为下表面的开口裂纹,比
较传到观测点 A 的波 y 方向的位移变化曲线,如图 7(b)所示。 当裂

纹的开口方向不同,传播回观测点的波的增加量也会有所不同。
Lamb 波在裂纹板中传播,当裂纹数目与开口方向发生改变,在

同一观测点检测到的波形也会发生相应的变化,裂纹的增加会增加

传播回观测点的波,但波的增量随着裂纹的形态改变会有所不同。
2. 3摇 内置竖向裂纹板和内置横向裂纹板

选择 1 块长 180 mm、厚 2 mm 的二维均质板进行分析,板的尺寸

及施加的荷载如图 8(a)所示。 在 x=90 mm 处设置 1 条竖向裂纹在

板的中间,如图 8(b)所示,在裂纹所在位置划分出上、下 2 个子域,
子域的比例中心分别设置在裂纹的 2 个尖端,裂纹深度和开裂角分

别由 d 和 琢 表示。
脉冲荷载激发出的波在板中传播,遇到裂纹时发生反射。 裂纹

深度与板厚的比值定义为裂纹相对深度 D,反射波中 S0模态与 A0模

态的相对模态振幅 RS0、RA0
定义如下:

RS0 =
AS0,r

AI
(8)

RA0
=
AA0,r

AI
(9)

式中:AI———入射波模态的最大振幅;AS0,r、AA0,r———反射波中 S0模态、A0模态的最大振幅。
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图 7摇 单、双裂纹板点 A 处 y 方向位移变化曲线

Fig. 7摇 Vertical displacement in time domain at point A in plates with different cracks

图 8摇 内置竖向裂纹板示意图

Fig. 8摇 Diagram of crack and load distribution in the plate with vertical built鄄in crack

图 9摇 反射波的相对模态振幅变化曲线

Fig. 9摇 Curve of reflected mode
amplitudes under different

cracking angles

摇 摇 在板的左边界施加对称的荷载,激发出 S0模态的波,由于结构对

称,反射回的波仍为 S0模态。 在开裂角 琢 为 0毅、15毅、30毅以及 45毅时,将
裂纹的相对深度由 0郾 1 至 0郾 8 逐渐增大,得到不同开裂角下反射波中

的相对模态振幅随裂纹深度的变化曲线,如图 9( a)所示。 随着裂纹

深度的增大,反射波中的模态振幅也随之增大。 在同一裂纹深度下,
反射波中的模态振幅随着开裂角的增大而增大,在开裂角为 0毅时最

小,开裂角为 45毅时最大,但增长幅度相对较小。
在板左边界施加反对称的荷载,激发出 A0模态的波,反射回的波

也为 A0模态,反射波中的相对模态振幅变化曲线如图 9(b)所示。 反

射波中的模态振幅随着裂纹深度与开裂角的增大而增大,基本规律与

激发模态为 S0时相似,但随着开裂角的增大,反射波中模态振幅的增

大更明显,所以与 S0模态的波相比,A0模态的波在含有内置纵向裂纹

的板中传播,对于裂纹开裂角的变化更敏感。
将板中内置的竖向裂纹改为横向,在裂纹所在位置划分出左、右

2 个子域,子域的比例中心分别设置在裂纹的 2 个尖端。 在 0毅到 45毅
的 4 个不同的开裂角下,将裂纹的相对深度从 0郾 1 到 0郾 8 逐渐增大,得
到不同开裂角下反射波中的相对模态振幅随着裂纹深度的变化曲线。

由于结构对称,反射波的模态没有发生变化,当激发的入射波模

态为 S0时,反射波的相对模态振幅变化曲线如图 10(a)所示。 在开裂

角为 0毅时反射波对应的模态振幅很小,并且随着裂纹深度的增加趋于

紊乱。 当激发模态为 A0 时,反射波的相对模态振幅变化曲线如

图 10(b)所示。与入射波为 S0模态时相比,此时反射回的模态振幅随

着裂纹深度与开裂角的增大而增大,并且随着开裂角的增大,反射波的相对模态振幅增长显著,对于裂纹开

裂角的变化更敏感。
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图 10摇 反射波的相对模态振幅变化曲线

Fig. 10摇 Curve of reflected mode amplitudes under different cracking angles

当激发模态为 A0时,Lamb 波对于板中内置裂纹的开裂角的变化更敏感,尤其是当内置裂纹为横向裂

纹、入射波模态为 A0较之入射波模态为 S0时,对于裂纹深度和开裂角的变化为敏感。
2. 4摇 外部光滑凹陷板

在 180 mm伊2 mm 的二维均质板的上表面 x=90 mm 处设置 1 个凹陷,板的尺寸及凹陷所在子域如图 11
所示。 凹陷是以板上方的点 A 为圆心,以 r 为半径的圆弧,弦长 2a = 1 mm 并且固定在板的上表面。 凹陷部

分由 6 个线单元表示,为了子域中的比例中心对子域内的任意一点具有更好的可见性,将凹陷部分划分为

2 个子域进行分析。 当单一模态的 Lamb 波传播至凹陷处,反射回 S0和 A0这 2 种模态的波。

图 11摇 凹陷板示意图

Fig. 11摇 Diagram of pit in the pit plate and load distribution

表 1摇 不同模态的入射波下反射波的相对模态振幅

Table 1摇 Reflected mode amplitudes under
different incident waves

r / mm RS01
RA01

RS02
RA02

0郾 5 0郾 207 2 0郾 398 4 0郾 101 9 0郾 049 6
0郾 6 0郾 082 1 0郾 201 9 0郾 052 5 0郾 056 3
0郾 7 0郾 057 6 0郾 150 5 0郾 039 4 0郾 046 5
0郾 8 0郾 044 9 0郾 121 4 0郾 031 9 0郾 039 3
0郾 9 0郾 036 8 0郾 102 1 0郾 026 9 0郾 034 0
1郾 0 0郾 031 3 0郾 088 4 0郾 023 4 0郾 029 9
1郾 1 0郾 027 2 0郾 077 9 0郾 020 7 0郾 026 7
1郾 2 0郾 024 1 0郾 069 8 0郾 018 6 0郾 024 1

摇 摇 摇 注:RS01
和 RA01

分别表示传播至凹陷的入射波为 S0模态

时反射波中 S0模态和 A0 模态的相对模态振幅,RS02
和 RA02

表示入射波为 A0模态时反射波中的相对模态振幅。

摇 摇 取半径 r逸0郾 5 mm 的缺陷板进行模拟,半径的增量为

0郾 1 mm,分别列出入射波为 S0模态和 A0模态 2 种情况下凹

陷反射回的波中的相对模态振幅,如表 1 所示。 表 1 结果

表明,随着凹陷幅度的减缓,反射波中的模态振幅随之减

小。 而当入射波为 S0模态时,反射回的波对于凹陷的变化

更敏感。

3摇 结摇 摇 论

a. Lamb 波在裂纹板中传播,不同的裂纹数目与裂纹

形态会对固定观测点上的波形产生影响,裂纹增加会导致

传播回观测点的波在一定时段后有所增加,不同形态的裂

纹对于观测点上波的增量存在差异。
b. 在内置纵向和横向裂纹的板上,在入射波为单一的

S0模态和 A0模态时,反射波中的模态振幅随着裂纹深度的

增大基本呈增大趋势。 在同一裂纹深度下,开裂角为 0毅时反射波中的模态振幅最小,开裂角为 45毅时反射波

的模态振幅最大。 随着裂纹开裂角的增大,反射波中的模态振幅在一定范围内逐渐增大。
c. Lamb 波的入射波模态为 A0时,对于板中内置裂纹的开裂角变化更敏感。 在内置竖向裂纹和内置横
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向裂纹的板中,反射波的相对模态振幅随着裂纹开裂角的增大,增长幅度更明显。 入射波模态为 S0时,对于

板上凹陷的变化更敏感,随着裂纹凹陷幅度的减缓,反射波模态振幅的减小趋势更明显。
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