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Lemaitre 损伤模型的两种数值算法及其对比

孙骁晓,郭小明

(东南大学土木工程学院,江苏 南京摇 210096)

摘要: 基于 Lemaitre 损伤模型,采用 2 种简化的本构积分算法,对三维应力状态下各向同性塑性损

伤问题进行计算。 利用 MATLAB 语言编写相应的求解程序,分析不同应力状态下材料的损伤破坏

过程,对比 2 种算法的计算精度与计算效率。 结果表明:2 种本构积分算法的计算结果均与理论解

一致,能够适用于复杂应力状态下三维结构损伤与破坏分析;相比于应力与损伤耦合更新的算法,
在增量步内将应力与损伤解耦更新的弱耦合算法可以更好地提高计算效率。
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Two numerical algorithms of Lemaitre damage model and the comparison
SUN Xiaoxiao, GUO Xiaoming

(School of Civil Engineering, Southeast University, Nanjing 210096, China)

Abstract: In this paper, two kinds of simplified constitutive integral algorithm are adopted to solve the problem of
isotropic plastic damage under three鄄dimensional stress state based on the Lemaitre damage model. The solving
program compiled by the MATLAB was applied to analyze the failure process of materials under different stress
states, and then, the accuracy and efficiency of two algorithms were compared. The numerical simulation shows
that both the results of two integral algorithms agree well with theoretical solutions, and are capable to the analysis
of damage and fracture of a three鄄dimensional structure under complex stress state. Compared to the updating
algorithm that couples the stress and damage, the weak coupling algorithm that decoupling stress updating and
damage in incremental step can better improve the computational efficiency.

Key words: Lemaitre damage model; constitutive integral algorithm; plasticity; three鄄dimensional model; ductile
damage

材料损伤的本质是其中存在大量分布式的微裂纹以及微孔洞[1鄄3],这些初始缺陷在外界载荷的作用下不

断扩展、交汇,导致局部材料发生断裂,最终使试件破坏[4鄄8]。 根据材料中微缺陷分布的特征,通过连续介质

力学的理论体系来研究材料性能劣化[9鄄10],将分布式的材料损伤用连续的损伤变量来表征,认为材料是连续

的但其性能受到损伤的影响,这使得损伤问题可以在原有的非线性有限元理论中进行数值求解,为材料损伤

破坏问题的研究提供了便利。
Lemaitre 模型是在热力学框架内建立的材料损伤模型[11],适用于描述金属等韧性材料在塑性变形过程

中的损伤演化,通过选取合适的热力学势与耗散势,可以导出损伤演化方程。 该损伤模型的理论依据比较合

理,应用也十分广泛[12鄄14]。 自该模型建立至今,已有很多学者对其数值求解算法进行研究,并取得一定的成

果。 Benallal 等[15]基于返回映射算法提出了针对 Lemaitre 弹塑性耦合损伤模型的本构积分算法,可对完全

耦合损伤的等向强化及随动强化的弹塑性模型进行求解。 Singh 等[16]将 Lemaitre 损伤模型简化为适用于平
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面应力问题的算法,使其只需求解 3 个耦合的非线性方程。 Vaz 等[17] 提出了两参数应力更新算法,将
Lemaitre 损伤模型的算法进一步简化。

本文利用经典的 Lemaitre 等向强化弹塑性损伤本构作为材料模型,以返回映射算法为基础,采用 2 种简

化的应力更新算法对塑性材料的损伤演化过程进行数值模拟,分别为考虑增量步内损伤与应力耦合更新的

算法(强耦合算法) 以及增量步内应力与损伤解耦更新的算法(弱耦合算法)。 根据以上 2 种算法在

MATLAB 环境中编写了相应的求解程序,用于三维应力状态下材料及结构的损伤分析,计算单轴拉伸试件的

响应及损伤演化,并将其与理论解进行对比,同时对承受分布载荷的梁试件进行分析,以验证算法对于复杂

应力状态的适用性。

1摇 Lemaitre 损伤模型及塑性损伤本构

根据热力学第一和第二定律以及相关试验现象,Lemaitre 等[11]推导了金属材料的损伤演化方程:

觶D =
軈Y
S0

觶着pl

(1 - D) 琢0
(1)

其中 軈Y = 1
2(1 - D) 2

1 + 淄
E 滓 颐 滓 - 淄

E (tr滓)[ ]2

觶着pl =
2
3 觶着p,ij 觶着p,ij

式中: 觶D———损伤变化率;軈Y———损伤能量释放率;滓———柯西应力;tr滓———柯西应力的迹;D———损伤变量;
淄———材料的泊松比;E———弹性模量; 觶着pl———累积塑性应变率; 觶着p,ij———塑性应变分量变化率;S0、琢0———材

料参数。
损伤开始演化的准则为

着p 逸 资0 摇 摇 觶着pl > 0 (2)
式中:资0———损伤所需的塑性变形门槛值;着p———等效累积塑性应变。 当等效累积塑性应变达到 资0 且 觶着pl>0
时,损伤开始演化。

根据应变等效原理,即作用在损伤材料上的名义应力所产生的应变等于作用在相应无损材料上有效应

力所产生的应变,材料的损伤本构方程为

觶滓
1 - D = De 颐 ( 觶着 - 觶着p)

觶D =
滓eq

2Rv 觶着p

2ES0(1 - D) 琢0+

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 2

(3)

式中:De———弹性系数张量; 觶着、 觶着p———应变与塑性应变张量的变化率, 觶着p 的表达式根据塑性流动法则在有效

应力空间中确定; 觶滓———柯西应力的变化率;Rv———应力三轴度;滓eq———Mises 等效应力。

2摇 Lemaitre 损伤模型的本构积分算法

以经典的返回映射算法为基础,针对线性等向强化材料的损伤问题推导简化的数值算法,在使用后退欧

拉公式进行本构积分时,采用部分地考虑损伤变量在增量步内变化以及完全不考虑损伤变量在增量步内变

化的方式,得到 2 种简化的本构积分算法,即强耦合及弱耦合本构积分算法,并对基于 Lemaitre 模型的损伤

问题进行求解。
2. 1摇 强耦合本构积分算法

强耦合本构积分算法的主要特点是,在采用后退欧拉公式进行积分时,试应力增量部分的损伤变量保持

不变,只需求解一个非线性方程,在一定程度上提高了应力和损伤耦合更新的效率。
设已知第 n 增量步的迭代收敛解,滓n、着p,n、Dn 分别为第 n 增量步时材料的柯西应力、等效累积塑性应变

以及损伤变量,而且已知第 n+1 增量步内某次迭代后得到的应变增量 驻着。 算法的具体步骤如下:
首先,计算试应力 滓tr为

滓tr = 滓n + (1 - Dn)De 颐 驻着 (4)
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摇 摇 再根据材料当前的屈服面判断其是否进入塑性流动以及损伤演化过程,假设塑性与损伤行为同步发生,
试屈服面函数 f tr为

f tr = 軌浊tr 颐 軌浊tr - 2
3 (滓Y0 + H着p,n) (5)

其中 軌浊tr =
Str

1 - Dn

式中:滓Y0———初始屈服应力;H———材料的塑性模量;軌浊tr———试有效漂移应力;Str———试偏应力张量。
若 f tr臆0,则材料没有进入塑性,保持在弹性状态,没有继续累积损伤,更新柯西应力、等效累积塑性应变

以及损伤变量为

滓n+1 = 滓tr 摇 摇 着p,n+1 = 着p,n 摇 摇 Dn+1 = Dn (6)
摇 摇 若 f tr>0,材料发生塑性变形与损伤,根据后退欧拉公式,积分得到柯西应力增量为

驻滓 = (1 - Dn+1)De 颐 驻着 - (1 - Dn+1)2滋酌̂軒Nn+1 (7)
其中 Dn+1 = Dn + 驻D
式中:驻滓———柯西应力增量;Dn+1———更新后的损伤变量;驻D———损伤增量;滋———材料弹性剪切模量;酌̂———
塑性一致性参数;軒Nn+1———更新后的单位方向张量。

为了简化算法,可将式(7)调整为

驻滓 = 驻滓tr - (1 - Dn+1)2滋酌̂軒Nn+1 (8)
式中:驻滓tr———试应力增量。

由于试应力增量部分中损伤变量采用更新前的值进行计算,该表达式不再是一个完全的后退欧拉公式,
但仍然考虑了应力更新过程中应力与损伤变量的耦合,因此,更新后柯西应力为

滓n+1 = 滓tr - (1 - Dn+1)2滋酌̂軒Nn+1 (9)
式中的 Dn+1、酌̂、軒Nn+1都是待求未知量。 若可以将 Dn+1、酌̂、軒Nn+1求出,就可以得到更新后的 滓n+1以及所有待更新

的状态变量。
更新后的有效偏应力张量 軌Sn+1的表达式为

軌Sn+1 = 軌Str - 2滋酌̂軒Nn+1 = 軌浊tr - 2滋酌̂軒Nn+1 (10)
式中:軌Str———试有效偏应力张量;軌浊tr———试有效漂移应力。

由于 軌Sn+1和 軒Nn+1平行,因此 軌浊tr也和 軒Nn+1平行,由此可以得到 軒Nn+1的表达式为

軒Nn+1 = 軌浊tr

軌浊tr 颐 軌浊tr

(11)

摇 摇 又由于更新后的等效累积塑性应变为

着p,n+1 = 着p,n + 2
3 酌̂ (12)

摇 摇 根据塑性一致性条件,求出塑性一致性参数:

酌̂ =
f tr

2滋 + 2
3 H

(13)

摇 摇 将式(13)代入式(12)可以计算出更新后的等效累积塑性应变,而应力的更新与损伤变量的更新同步进

行。 令材料参数 琢0 =0[18],利用后退欧拉公式,得到更新后损伤变量的表达式:

Dn+1 = Dn +
滓eq,n+1

2Rv,n+1驻着p

2ES0(1 - Dn+1) 2 (14)

其中 驻着p = 2
3 酌̂

式中:驻着p———等效累积塑性应变增量;滓eq,n+1、Rv,n+1———更新后的 Mises 等效应力和应力三轴度。 此时的 酌̂
与 軒Nn+1已求出,由式(9)可知,待更新的 滓n+1仅取决于未知量 Dn+1。 因此,式(14)中的 滓eq,n+1和 Rv,n+1为 Dn+1的

函数,由式(9)和式(14)可以得到关于更新后损伤变量的求解方程:
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- 2ES0(1 - Dn+1) 3 [+ 2ES0(1 - Dn) - 4滋2(1 + 淄) 2
3 酌̂ ]3 (1 - Dn+1) 2 +

4滋(1 + 淄)軒Nn+1 颐 滓tr
2
3 酌̂2(1 - Dn+1) [- (1 + 淄)滓tr 颐 滓tr - 淄(tr滓tr) ]2 2

3 酌̂ = 0 (15)

式中:tr滓tr———试应力张量的迹。
由该方程求出 Dn+1,再代入式(9)就可以得到更新后的柯西应力 滓n+1,至此,所有待求状态变量都已更

新。 材料的雅克比矩阵根据此时的状态确定。
2. 2摇 弱耦合本构积分算法

在该算法中,将增量步内的应力与损伤变量的更新解耦,认为增量步对应的时间步长较小时,损伤的变

化对该增量步内应力、应变场的求解影响很小,可以忽略,待应力更新完成后,再更新损伤变量。
该算法中的试应力与试屈服面函数的表达式与强耦合算法相同。 若 f tr<0,根据式(6)更新状态变量;若

f tr>0,更新后柯西应力为

滓n+1 = 滓tr - (1 - Dn)2滋酌̂軒Nn+1 (16)
摇 摇 式(16)中的柯西应力只决定于 酌̂ 和 軒Nn+1,将 酌̂ 和 軒Nn+1代入式(16)可得到更新后的柯西应力,同时由 酌̂
得到等效累积塑性应变。 此时,更新损伤变量为

Dn+1 = Dn +
滓2

eq,n+1Rv,n+1驻着p

2ES0(1 - Dn) 2 (17)

摇 摇 该算法的特点是更新应力时无需迭代求解损伤变量,提高了计算效率。

图 1摇 单轴拉伸试件(单位:mm)
Fig. 1摇 Uniaxial tension
specimen(units:mm)

3摇 算 法 验 证

利用以上 2 种算法对单轴拉伸试件的损伤演化进行数值模拟,并将结果

与理论解进行对比。 试件长度为 20 mm,横截面为 10 mm伊10 mm 的正方形,
其一端固定,另一端承受准静态位移载荷作用,载荷作用于 z 方向正向,最大

位移为 1郾 5 mm。 材料参数如下:弹性模量为 204郾 0 GPa,泊松比为 0郾 2,切线模

量为 10郾 2 GPa,初始屈服应力为 550郾 0 MPa,S0 =0郾 83 MPa。 模型如图 1 所示。
如图 2 所示,数值解与理论解一致,应力最大计算误差约为 0郾 48% ,说

明了算法的准确性。 损伤变量模拟结果对比如图 3 所示,数值模拟结果也与

理论解一致,在接近计算结束时,损伤变量的误差达到最大,约为 3郾 16% 。
这是因为此时材料的变形已经比较大,其损伤也接近临界断裂损伤(约

0郾 23),损伤演化比较剧烈,而本文所采用 2 种本构积分算法均不是完全的后退欧拉公式,因此损伤梯度较大

时,求解存在一定误差,但对于断裂前的大部分阶段,误差可以控制在可接受的范围内。 对比图 2 与图 3 可

以发现,损伤变量相对于应力对计算精度更敏感。

图 2摇 单轴拉伸试件的应力 应变曲线

Fig. 2摇 Relationship between stress and strain
图 3摇 应变 损伤变量曲线

Fig. 3摇 Relationship between strain and damage

摇 摇 2 种算法的 CPU 计算用时分别为:强耦合算法 3郾 540 s,弱耦合算法 1郾 652 s。 弱耦合算法的 CPU 时间比

强耦合算法省 53郾 3% ,而计算精度基本与强耦合算法相同。 这说明尽管强耦合算法考虑了应力与损伤的耦

合更新,但由于其在简化算法时没有采用完全的后退欧拉公式,导致后退欧拉公式原有的精度在一定程度上

丧失,最终计算效果与弱耦合算法相同,也说明在增量迭代法的计算策略下弱耦合算法可以在保证计算精度
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的同时大幅度提高计算效率。

4摇 算 法 应 用

综上所述,弱耦合算法更加实用,本文利用弱耦合算法计算金属梁试件损伤演化的过程。 如图 4 所示,
一端固接、另一端限制竖向位移的矩形截面梁承受均布循环载荷作用。 试件中材料性能与之前相同。 均布

载荷的加载幅值 q 为 422郾 4 MPa,施加于试件顶面,加载时载荷由 0 增加至最大值 q,再降低为 0,然后反向加

载至-q,最后卸载到 0。 计算所得均布压力 试件跨中位移关系曲线如图 5 所示,卸载过程可以明显看出试

件刚度的退化(为了展现卸载时的试件刚度退化,用无损模型作为对比)。 试件的有限元模型如图 6 所示。
试件中的损伤分布如图 7 所示,对应图 5 中的 A ~ F 点。

图 4摇 试件几何尺寸及加载示意图

Fig. 4摇 Size of specimen and load condition
图 5摇 均布压力 试件跨中位移关系曲线

Fig. 5摇 Distributed pressure versus vertical displacement

图 6摇 有限元模型

Fig. 6摇 Finite element model

图 7摇 试件的损伤分布

Fig. 7摇 Damage distribution in the specimen

在弯曲载荷的作用下,试件中性轴附近的应力较低,因此损伤演化不明显,而在试件底部与试件顶部,由
于弯曲正应力较高,损伤较为明显,而且跨中材料损伤最为明显,符合承受弯曲载荷的梁试件的损伤分布现

193



河 海 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) 第 47 卷

象。 以上分析说明,Lemaitre 损伤模型及本文所采用的应力更新算法可以有效地分析复杂应力状态下材料

的损伤演化过程。

5摇 结摇 摇 论

a. 通过 MATLAB 语言编写了适用于三维应力状态的塑性损伤分析程序,计算结果与理论解一致,能够

有效地分析复杂应力状态下材料的损伤与破坏。
b. 本文所采用的 2 种算法均能够有效预测试件的损伤破坏过程,2 种算法的计算精度基本相同,但弱

耦合算法的计算效率更高。
c. 该 2 种算法对于金属结构及试件的损伤模拟具有良好的应用前景。
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