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摘要: 为了有效地描述岩石蠕变的加速阶段考虑岩石裂隙压密闭合效应,基于分数阶微积分理论,
在模型中加入裂隙塑性元件,并引入变截面黏壶和塑性元件并联成一个非线性黏塑性体,建立五元

件非线性蠕变模型。 推导出模型的蠕变本构方程,并利用该模型对岩石蠕变试验数据进行拟合,确
定模型的蠕变参数。 结果表明,该模型能够很好地描述岩石蠕变的三阶段,具有合理性和可行性。
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A nonlinear creep model based on fractional order
theory considering the plasticity of fissures for rocks
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Abstract: In order to effectively describe the acceleration stage of rock creep and consider the compacting closure
effect of rock fissures, a fractured plastic element is added to the model based on the fractional calculus theory.
Then, a nonlinear creep model with five elements is established by introducing a variable section dashpot and a
plastic element into a nonlinear visco鄄plastic body in parallel. The creep constitutive equation of this model is
deduced, and the creep parameters are determined by fitting the data of rock creep test. The results show that the
model can well describe three stages of rock creep, and it is reasonable and feasible.

Key words: rock creep; fractional order; plasticity; nonlinearity; variable section dashpot; fractured plastic
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在外界荷载等条件作用下,岩石的蠕变一般表现出 3 个阶段,即初期蠕变阶段、稳定蠕变阶段和加速蠕

变阶段[1鄄2]。 在对蠕变模型的研究中,元件模型作为一种典型的微分型模型得到广泛应用,但由于在实际工

程中很多问题都呈现非线性的特点,而基本的元件模型只能表达线性模型[3],故有很多学者针对这个问题

进行了一系列改进。 李向东等[4]结合砂沥青的蠕变特征,对黏塑性体的黏性系数进行了改进并串联 Burgers
模型,得到能完整描述整个岩石蠕变过程的非线性黏弹性模型。 袁海平等[5] 基于莫尔库伦准则,提出了一

种新的塑性元件,并与经典 Burgers 模型串联得到改进型 Burgers 模型,能够较好地模拟岩石的蠕变特性。 陈
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沅江等[6]提出了 2 个非线性元件将其与 Kelvin 体和 Hook 体结合得到一种新的复合流变模型。
随着分数阶微积分理论在工程上的普及,很多学者在研究岩石本构模型时也会有所应用。 殷德顺等[7]

利用 Riemann鄄Liouville 型分数阶微积分理论提出了一种软体元件并推导出本构方程,通过与试验数据的拟合

比较,发现加入软体元件的模型能更好地描述岩石的蠕变特性。 康永刚等[8]将经典 Burgers 模型中并联的黏壶

替代为分数单元,给出分数阶 Burgers 模型,并引入蠕变柔量的概念,拟合后验证了模型的合理性。
本文从分数阶导数理论出发,用变截面黏壶替换分数阶黏塑性体中并联的 Abel 黏壶,考虑了岩石裂隙

压密闭合的影响,串联一个裂隙塑性元件,组成五元件非线性蠕变模型,对岩石蠕变的试验数据拟合,并与经

典模型对比,以验证所建立的非线性蠕变模型的合理性。

1摇 五元件非线性蠕变模型的建立

建立岩石非线性蠕变模型时一般主要采用 2 种方法[9鄄11]:第一种是将模型中常规线性蠕变元件替换为

非线性蠕变元件,从而建立能够准确模拟岩石加速蠕变的非线性蠕变模型;第二种是利用某种新的理论,如
损伤力学等,建立新的岩石蠕变本构方程,这 2 种方法建立的模型都能较好地模拟岩石的加速蠕变阶段。 本

文采用第一种方法,即引入非线性蠕变元件的方法来建立新的非线性蠕变模型。

图 1摇 软体元件模型

Fig. 1摇 Soft鄄matter element model

图 2摇 软体元件的蠕变曲线

Fig. 2摇 Creep curves of soft鄄matter elements

分数阶微积分理论就是将分数阶的阶次从整数推广到分数乃至负数领域[7],目前主要的方法是应用

Riemann鄄Liouville 型(R鄄L 型)分数阶微积分理论。 其定义为如果 f 在(0,+肄 )上逐段连续,并且在[0,+肄 ]
的任意一个有限区间都是可积的,定义函数 f( t)的 茁 阶 R鄄L 型分数阶积分为

d -茁[ f( t)]
dt -茁

= 1
祝(茁)乙

t

0
( t - 孜) 茁-1 f(孜)d孜 (1)

其中 祝(茁) = 乙肄
0
t茁-1e -tdt

式中:茁———分数阶阶数;t———时间。
R鄄L 型分数阶导数定义为:当 f沂C,v>0,m 是大于 茁 的最小整数时,把 v 记为 v=m-茁>0,可称

d茁[ f( t)]
dt茁

= dm

dtm
d -v[ f( t)]

dt{ }-v (2)

为函数 f( t)的 茁 阶 R鄄L 型分数阶导数[12]。
本文在蠕变模型中串联的是常黏性系数的 Abel 黏壶,称为软体元件[7],如图 1 所示,而 Abel 黏壶的本

构方程可以表示为

滓 =
浊0d茁着( t)

dt茁
摇 摇 (0 臆 茁 臆1) (3)

式中:滓———应力; 着( t)———应变;浊0———黏壶的黏性系数。
常应力加载时,即应力 滓 维持不变的情况下,Abel 黏壶

可以用于表示岩石的蠕变行为。 对式(3)两边进行分数阶积

分,根据 Riemann鄄Liouville 型分数阶微积分算子理论的定义,
可以得到

着( t) =
滓0

浊0

t茁
祝(茁 + 1) 摇 摇 (0 臆 茁 臆1) (4)

式中:滓0———常应力。
当 茁 = 1 时,这个元件就等同于 Newton 黏壶;而当 茁 = 0

时,该元件就转化成了弹簧元件,表示理想弹性体。 由此可

见,该软体元件是一种可以用来描述介于牛顿体与理想弹性

体之间的元件。 由图 2 可见,随着 茁 的增大,该软体元件越来

越表现出其应变与时间的线性特征。
大量试验研究表明,在加速蠕变阶段,岩石的蠕变速率会

随着时间增长而迅速增长[13]。 根据这种规律,为了能够有效
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图 3摇 非线性黏塑性体

Fig. 3摇 Nonlinear viscoplastic body

地描述岩石的加速蠕变规律,根据陈凤晨[14] 的研究成果,加入

一种非线性黏性流动元件,即变截面黏壶,并与塑性体并联起

来,构成一个黏塑性体(图 3),该模型元件能充分反映岩石加速

蠕变特性。
该变截面黏壶的应力与应变的高阶倒数成正比,即

滓 = 浊N着(n)( t) (5)
式中:浊N———非线性黏滞系数;n———蠕变指数,为大于 1 的整

数,反映岩石加速流变速率。
当 n=1 时,黏塑性体的蠕变方程就相当于西原体中塑性体

图 4摇 黏塑性体的蠕变曲线

Fig. 4摇 Creep curves of viscoplastic body

和黏性体的组合,此时应变与时间为线性相关,应变速率也会逐

渐增大。 图 4 是不同 n 对应的黏塑性体的蠕变曲线。 由图 4 可

知,通过黏塑性体中蠕变指数 n 的变化,可以发现该黏塑性体不

但可以将西原体中塑性体和黏性体的并联组合涵盖,而且能较

好地反映岩石的加速蠕变阶段,因此可以用于模拟岩石蠕变整

个过程的曲线。
李娜等[15]研究表明,由于岩石材料内部存在大量的不规则

节理和裂隙,在材料受力变形的瞬间会产生一系列裂隙压密闭

合的阶段,在这期间会表现出岩石的应变增长率随着应力的增

加而不断减小的瞬时塑性,而随着岩石裂隙在受压时不断压密,
其对于这种瞬时塑性的抵抗能力也在不断增强。

在构造岩石流变模型的时候,采用添加一种新的模型元件

图 5摇 岩石的裂隙塑性元件

Fig. 5摇 Fractured plasticity element for rock

到蠕变模型中来模拟这种裂隙压密闭合对岩石产生的影响。 本

文采用了由徐鹏等[16] 提出的裂隙塑性元件,如图 5 所示,该裂

隙塑性元件所受到的应力随应变的变化率与其产生的应变的大

小成正比,即:
d滓
d着 = k1着 + k2 (6)

式中:k1———比例系数;k2———应力初始值。
当裂隙塑性元件 着=0 时,则 滓=0。 根据这一初值条件,可将式(6)加以积分得到:

滓 = k1着2 + k2着 (7)

2摇 五元件非线性模型蠕变本构方程

为了更好地模拟岩石的加速蠕变阶段以及岩石压密闭合对岩石的影响,本文在分数阶微积分的基础上,
由变截面黏壶与塑性滑块并联为一个黏塑性体,与 Hook 体,Abel 黏壶和裂隙塑性体串联,建立了五元件非

线性蠕变模型,如图 6 所示。

图 6摇 岩石五元件非线性蠕变模型

Fig. 6摇 Five鄄component nonlinear creep model of rock

设 Hook 体的应变为 着1,黏弹性体的应变为 着2,黏塑性体的应变为 着3,裂隙塑性元件的应变为 着4,总应变

可表示为

055



第 6 期 梅胜尧,等摇 考虑裂隙塑性的岩石非线性分数阶蠕变模型

滓 = 滓1 = 滓2 = 滓3 = 滓4 摇 摇 着 = 着1 + 着2 + 着3 + 着4 (8)
摇 摇 a. 对于 Hook 体:

着1 = 滓
E0

(9)

式中:E0———瞬时弹性模量。
b. 对于 Abel 黏壶,其应力应变关系可表示为[7]

滓 =
浊0d茁着2( t)

dt茁
摇 摇 着2( t) = 滓

浊0

t茁
祝(茁 + 1) (10)

摇 摇 c. 对于黏塑性体,塑性滑块应力 滓p 大小可以表示为

滓p =
滓 摇 摇 滓 < 滓s

滓s 摇 摇 滓 逸 滓{
s

滓 = 滓d + 滓p (11)
式中:滓s———屈服应力;滓d———非线性黏壶中的应力。

当 滓<滓s 时,由式(11)可得 滓d =0,即 着3 =0。 当 滓逸滓s 时,结合式(11),可得黏塑性模型的本构关系:
滓 = 浊N着3

(n)( t) + 滓s (12)
dn着3

dtn
=
滓 - 滓s

浊N
(13)

摇 摇 在 t=0 时,着3 的各阶导数均为零,由此初始条件,在常应力作用下求解上面的方程得:

着3 =
滓 - 滓s

浊N

tn
n! (14)

摇 摇 d. 对于裂隙塑性元件,其应力应变关系可表示为[16]

着4 =
- k2 + k2

2 + 4k1滓
2k1

(15)

摇 摇 由以上 4 部分串联组成了五元件模型,综合考虑这 4 个部分的应变,该蠕变模型的本构方程可以表示为

着 =

滓
E0

+ 滓
浊0

t茁
祝(茁 + 1) +

- k2 + k2
2 + 4k1滓

2k1
摇 摇 摇 滓 < 滓s

滓
E0

+ 滓
浊0

t茁
祝(茁 + 1) +

滓 - 滓s

浊N

tn
n! +

- k2 + k2
2 + 4k1滓

2k1
摇 摇 摇 滓 逸 滓

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï s

(16)

3摇 蠕变模型参数的确定及验证

3. 1摇 蠕变模型参数的确定

目前确定岩石蠕变模型参数的方法有优化分离法、回归反演法和最小二乘法等,其中最小二乘法应用最

多,也较为有效[17]。 由于 滓<滓s 和 滓逸滓s 两种情况下,蠕变模型的参数有重复,这里仅需对 滓逸滓s 时的情况

进行分析。 当 滓逸滓s 时,需要对于蠕变模型参数 E0、浊0、茁、k1、k2、浊N 和 n 进行拟合确定。 本文利用相关文献

岩石蠕变试验的数据[18鄄 19],基于最小二乘法原理,采用曲线拟合法对这 7 个蠕变模型参数进行反演拟合。
将待反演拟合的蠕变参数作为设计变量,即

Y = {E0,浊0,茁,k1,k2,浊N,n} (17)
摇 摇 取式(17)的设计变量,建立目标函数

X = 移
N

i = 1
[棕i(Y,ti) - 棕i] 2 (18)

式中:N———试验数据的组数;棕i(Y,ti)———t 时刻计算变形值;棕i———t 时刻试验实测变形值。
设定目标函数 X 的控制精度并进行参数迭代求解。 此时可以根据试验得到的 N 组数据(着,t),给定一

组初始近似值(E0
0,浊0

0,茁0,k0
1,k0

2,浊0
N,n0),可得到一组 棕i( i=1,2,…,N),从而可得到一组新的参数(E0,浊0,茁,

k1,k2,浊N,n),以此为基础进行下一轮的迭代,反复计算。 若 X 满足精度要求,则停止迭代,输出计算结果;若
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不满足,则继续迭代,直到满足精度要求为止。
将蠕变试验数据里的应变量分离成瞬时应变分量(试验曲线中斜率较大的部分)和蠕变应变分量(实验

曲线斜率逐渐减小并最终趋于稳定的部分)两部分。 对上述参数进行分析,当发生瞬弹性应变时,可计算得

到力学参数 E0;而蠕变大小和速率十分依赖于分数阶导数,分数阶次 茁 越高,蠕变速率越大;当发生瞬塑性

应变时,也可取各应力试验数据得到力学参数 k1、k2;而黏塑性体中得到的黏滞系数 浊N 能很好体现岩石的黏

弹性能,分析可得 浊N 越大则变形增加速率越小,岩石的抗变形能力较好。
3. 2摇 蠕变模型的拟合验证

当 滓<滓s 时,采用文献[18]中冻结软岩的蠕变试验数据(滓0 = 3郾 2 MPa,滓s = 3郾 24 MPa)对模型进行了验

证,采用 Levenberg鄄Marquardt 算法加上全局优化法对模型进行了拟合分析,基于冻结软岩蠕变试验的参数拟

合结果为 滓=3郾 20 MPa,E0 =590 MPa,浊0 =397 MPa·h,茁 = 0郾 24,k1 = 22郾 3,k2 = 460 MPa,R2 = 0郾 98。 可见,五
元件蠕变模型能够很好地模拟蠕变的前两个阶段,拟合相关性也比较高,拟合曲线见图 7。 当 滓逸滓s 时,采
用文献[19]中盐岩的试验数据(滓0 =18 MPa,滓s =16 MPa)对模型进行了验证,并进行拟合分析。 试验数据与

模型拟合曲线如图 8 所示,拟合结果见表 1(其中 浊 表示黏滞系数)。

图 7摇 试验数据与模型拟合曲线

Fig. 7摇 Experimental data and fitting curves of the model

表 1摇 基于盐岩蠕变试验的参数拟合结果

Table 1摇 Parameter fitting results based on creep tests of salt rock

模型 E0 /MPa 浊0 / (MPa·h) 浊 / (MPa·h) n 茁 浊N / (MPa·h) k1 k2 /MPa R2

五元件模型 7. 26 47. 21 10 0. 71 217 409 0. 44 534 0. 99
广义 Kelvin 体 80. 12 6. 71 1. 12 0. 98

Burgers 体 43. 53 92. 21 59. 15 7. 14 0. 98

图 7(b)是岩石蠕变试验数据与该五元件非线性蠕变模型的拟合曲线,同时在图中也给出了广义 Kelvin
体和 Burgers 体的模型曲线,以便与其比较。 由图 7(b)可见,本文五元件非线性蠕变模型与试验结果吻合得

较为理想,同时在与广义 Kelvin 体和 Burgers 体的拟合对比中,可以发现该模型非线性性质更加明显,精确度

更高。
通过部分试验数据对蠕变模型进行拟合之后,得到蠕变模型的各个参数,绘制模拟曲线,之后利用剩余

数据进行验证。 图 8 反映出,该蠕变模型模拟曲线与试验数据吻合较好,证明了建立的蠕变模型的正确性和

合理性。
图 9 讨论了非线性黏塑性体蠕变指数 n 的变化对蠕变全过程曲线的影响规律,图 9 中用于敏感性分析

的其他蠕变参数与表 1 的数据一样,不同的只有蠕变参数 n,随着蠕变参数 n 的增加,岩石蠕变全程曲线由

黏弹性逐渐向黏弹塑性进行过渡,该曲线充分表现出岩石的加速蠕变特性。 因此本文提出的五元件非线性

蠕变模型可以清楚描述岩石的加速蠕变阶段,具有一定应用价值。
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图 8摇 试验数据对模型的预测验证

Fig. 8摇 Predictive verification of the model by
test data

图 9摇 黏塑性体蠕变参数 n 对全程蠕变曲线的影响

Fig. 9摇 Effect of creep parameter n of
viscoplastic body on whole creep curve of rock

4摇 结摇 摇 论

a. 应用分数阶微积分理论,引入变截面黏壶并与塑性体并联形成能够反映岩石加速蠕变特征的黏塑性

体,然后考虑岩石裂隙压密闭合加入裂隙塑性体,建立了一种新的五元件非线性蠕变模型。
b. 采用岩石五元件非线性蠕变模型对蠕变全程曲线进行了模拟,拟合得到了该五元件非线性蠕变模型

参数,该模型参数具有较好的物理意义。 通过与两组蠕变试验数据进行拟合分析。 结果表明,当 滓<滓s 时,
该模型可以很好地反映蠕变的前 2 个阶段;当 滓逸滓s 时,通过与试验数据拟合分析,该模型能很好地模拟蠕

变的三阶段从而验证了该模型的合理性和正确性。
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·简讯·

国际流域水环境治理与保护论坛在河海大学举行

2019 年 10 月 14 日,由河海大学主办的国际流域水环境治理与保护论坛在河海大学举行。 河海大学副

校长郑金海出席开幕式,环境学院副院长李一平主持开幕式。
郑金海副校长对与会领导和嘉宾表示热烈的欢迎,希望本次论坛为与会专家学者和全球水学术科研带

来有益成果。 河海大学国际合作处副处长陈红胜、环境学院副院长李一平分别介绍了学校国际合作和学院

有关情况。 多伦多大学士嘉堡校区副校长 William A. Gough 和温莎大学副校长 K. W. Michael Siu 分别对

多伦多大学和温莎大学相关情况进行了介绍。
开幕式后,多伦多大学士嘉堡校区副校长 William A. Gough 作了题为“安大略湖的冰层覆盖:过去,现在

和未来冶的主题报告;国际水文地质学协会前主席、多伦多大学士嘉堡校区 Ken W. F. Howard 教授作了题为

“全球城市地下水问题冶的主题报告;河海大学国际合作首席顾问 Christopher George 作了题为“全球水社区:
科学家和工程师的机遇冶的主题报告。

论坛共举办 19 场主题报告,与会专家学者就水环境治理与保护的相关问题展开了深入探讨与交流,分
享了最新研究成果。 河海大学环境学院、温莎大学和多伦多大学相关人员还将就国际联合重点实验室建设、
科研与国际教学等方面的合作召开了国际合作圆桌会议。

(本刊编辑部供稿)
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