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摘要: 采用边坡自身的稳定性参数构建似然函数,以研究区内 21 个极限状态坡的稳定性参数为样

本,建立先验分布,应用 Bayes 理论确定后验分布,应用后验稳健性分析方法对西安咸阳国际机场

污水排放口泾阳黄土边坡进行稳定性评价。 结果表明:后验分布的均值得到了很好的修正,方差

小,精度高;当稳定性评价指标先验分布存在 5% 、10% 和 15% 波动时,后验期望损失依次增大,但
均在 20%范围内波动,这表明边坡可靠度的 Bayes 估计法具有很好的稳健性,可对边坡的稳定性进

行更为精确地评价。
关键词:边坡;Bayes 理论;后验分布;后验期望损失;稳健性

中图分类号:TU42摇 摇 摇 文献标志码:A摇 摇 摇 文章编号:1000 1980(2020)03 0238 07

Bayesian estimation and posterior robustness of slope reliability
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Abstract: In this study, the reliability calculation results of slope are analyzed based on the Bayesian theory to
improve the accuracy. At the first step, the prior distribution and like hood function were formulated according to
the stability parameters of 21 slopes in critical state. Then, the posterior distribution was constructed using the
Bayesian theory. The proposed method was implemented in evaluating the stability of a loess slope at the sewage
outlet of Xi爷an Xianyang International Airport in Jingyang County, Shaanxi Province. Results show that the means
of the posterior distributions can be well calculated with lower variance and higher accuracy using the new method.
In addition, when applying fluctuations of 5% , 10% and 15% in the values of stability parameters of the prior
distribution, the posterior expected loss showed an increasing tendency, but within 20% in all three situations.
These results indicate that the proposed method is quite robust and is capable of providing more accurate stability
analysis results for loess slopes.

Key words: slope; Bayesian theory; posterior distribution; posterior expected loss; robustness

我国黄土滑坡隐患点较多,近年来黄土滑坡灾害屡有发生,造成了大量生命财产损失。 由于黄土滑坡多

为边坡失稳滑动形成,因此研究黄土边坡稳定性,是防治黄土滑坡的关键问题,也一直是工程地质界研究的

重点课题[1鄄4]。 传统的边坡稳定性研究方法主要有刚体极限平衡法与数值分析法,应用这些理论计算的稳定

系数为一定值。 然而,黄土边坡稳定性受多种不确定因素影响,比如:土体参数空间变异性、分析模型的误

差、破坏模式的差异等。 因此,采用传统确定性的分析方法评价边坡稳定性,计算结果存在较大的不确定性。
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采用稳定性指标的概率分布取代单一定值,更加符合实际。
岩土工程师在处理复杂工程地质问题时,并非严格按照试验室或原位测试的岩土体参数测试结果,进行

边坡稳定性评价及治理,而是根据工程经验进行参数调整,使计算结果更加符合实际。 Bayes 理论多用于减

小岩土体参数及模型不确定性对边坡稳定性的影响,并合理地将工程经验或专家信息纳入理论框架。 由于

Bayes 理论具有公式物理意义明确,形式简洁的优点,其在多个领域得到了广泛应用[5鄄10]。 当根据数据进行

统计推断时,描述数据的模型存在敏感性,如果数据很多,这种敏感性变得很小,这种性质称之为稳健性[11]。
在 Bayes 统计推断中,稳健性亦是重要问题。 当先验分布发生小幅度改变时,后验分布是否会发生较大的改

变,Box 等[11]称之为推断稳健性问题。 应用 Bayes 理论进行统计推断时,为建立先验分布或似然函数,多数

学者根据经验对先验或总体分布的概型进行假设[12鄄15]。 然而,先验分布的表达并不是唯一的,不同的先验

分布会得到不同的 Bayes 推断结果。 因此,有必要研究先验分布的不确定性对后验结果的影响。 Bayes 后验

稳健性分析方法主要有:边缘分布分析法[9,16]、后验期望损失分析法[17鄄18]。 后验稳健性分析应用在边坡稳定

性研究中的成果鲜有报道。
本文将衡量边坡稳定性的 3 个指标(稳定系数、可靠指标和失效概率)视为随机变量,通过 Bayes 理论将

研究区内同类型的边坡作为先验信息。 同时,将边坡自身的稳定性参数作为样本信息。 Bayes 理论集中了

边坡稳定性参数总体、样本和先验信息后,对于先验分布的更新,得到了更加合理、更加符合实际的稳定性评

价结果。 加之,为了研究先验分布的不确定性对后验稳定性结果的影响,对后验结果进行了稳健性分析,从
而保证了后验结果的准确性。

1摇 Bayes 理 论

1. 1摇 Bayes 公式

Bayes 理论将未知参数 兹 视为随机变量,采用概率分布描述随机变量 兹。 Bayes 公式的概率密度函数形

式表述如下:

f(兹 x) = p(x 兹)仔(兹)

乙
专
p(x 兹)仔(兹)d兹

(1)

式中:x———样本值;专———参数空间;仔(兹)———兹 的先验概率密度函数;p(x 兹)———在样本 x 给定下 兹 的概

率,即似然函数;f(兹 x)———兹 的后验概率密度函数。
1. 2摇 正态后验分布

如果正态总体 N(兹,滓2)(方差已知)均值 兹 的先验分布服从另一正态分布 N(滋,子2)(滋 为初始先验分布

均值),则其是 兹 的共轭先验分布。 设 x = ( x1,x2,…,xn) 为正态总体 N( 兹,滓2 )的一个样本,取正态分布

N(滋,子2)作为 兹 的先验分布,则后验分布亦服从正态分布 N(滋1,子2
1),其均值 滋1 和方差 子2

1 可用下式计算:

滋1 = n軃x滓 -2 + 滋子 -2

n滓 -2 + 子 -2 摇 摇 子2
1 = 滓2子2

n子2 + 滓2 (2)

式中:軃x———样本 x 的平均值。
1. 3摇 后验稳健性分析方法

在 Bayes 推断中,如果实际应用条件与假设条件不完全相同,统计分析的优良性难以继续保持,因此必

须分析由于条件差异而引起的后果[9]。 一般通过历史经验或专家总结获得未知参数的先验分布,但是先验

分布存在不同的概型,且存在较大的人为主观性,先验分布的不确定性直接影响后验分布的结果。 因此,有
必要研究当先验分布发生波动时,后验分布是否会有大的改变,即后验分布的稳健性问题。

假设 丐 为先验分布族,a 为 Bayes 统计推断中所采取的行为(策略),L(兹,a)为行为(策略)a 的损失函数,
记 籽(f(兹 x),a)为行为(策略)a 的后验期望损失(损失函数 L(兹,a)对后验分布 f(兹 x)的期望),当先验分布

仔 在先验分布族 丐 中变动时,则式(3)表示可能的后验期望损失范围,进而评价行为(策略)a 的稳健性。
( inf

仔沂祝
籽( f(兹 x),sup

仔沂祝
籽( f(兹 x)) (3)

式中:inf———下确界;sup———上确界。
在 Bayes 决策行为中选择一可信集 C(C沂专),后验期望损失函数为
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籽( f(兹 x),C) = 乙
专
L(兹,a) f(兹 x)d兹 = 乙

专
f(兹 x)d兹 - 乙

C
f(兹 x)d兹 (4)

摇 摇 假定总体分布 X ~ N(兹,滓2),采用的先验分布 仔0为 N(滋,子2),后验分布 f 为 N(滋1,子2
1),后验分布为单峰

对称型,根据正态分布的区间估计,最大后验密度(HPD)可信集 C(c1,c2)计算如下:
C = (滋1 - 滋 琢

2
子1,滋1 + 滋 琢

2
子1) (5)

式中:滋 琢
2
———标准正态分布 N(0,1)的上侧 琢

2 分位数;琢———置信区间显著水平。

采用先验分布的 着 代换法构成先验分布族 丐:
祝 = {仔:仔 = (1 - 着)仔0 + 着q,q 沂 D} (6)

式中:仔0———初始先验分布;着———代换系数,0<着<1;q———代换分布;D———代换分布族。
后验期望损失可由下式计算:

籽( f(兹 x),C) = 1 - 乙
C
f(兹 x)d兹 = 1 - 乙

C

p(x 兹)[(1 - 着)仔0(兹) + 着q]
m(x 仔) d兹 (7)

式中:C———采用 仔0确定的最大后验密度(HPD)可信集。

2摇 工程实例分析

2. 1摇 边坡计算模型与参数选取

现以西安咸阳国际机场污水排放口黄土边坡为例,说明 Bayes 理论在边坡稳定性计算结果分析中的具

体应用。 该边坡位于泾阳县高庄镇傅家村黄土台塬北缘,台塬与泾河大致平行。 西安咸阳国际机场污水排

放系统经台塬至泾河高漫滩,污水经净化流入泾河。 该边坡所在研究区如图 1 所示。 排水系统穿越的边坡

地形破碎,在边坡体周壁小滑塌、小崩塌大量分布,两侧数百米处各有一大型滑坡。 在边坡顶部发现拉裂缝,
近东西向展布,呈锯齿状延伸[19]。 据李萍等[20]对极限状态坡的定义及判别标志,该坡为典型的黄土极限状

态自然坡。

图 1摇 西安咸阳国际机场污水排放口边坡研究区域

Fig. 1摇 Study area of a loess slope at the sewage outlet of the Xi爷an Xianyang International Airport

图 2摇 边坡分析模型(单位:m)
Fig. 2摇 Model diagram of slope analysis(units:m)

边坡高 85 m,坡向 320毅,坡度 40毅 ~ 50毅,最陡处可达

65毅。 坡顶为黄土台塬,坡底为河漫滩。 黄土台塬地层主要为

第四系风积黄土,夹十余层古土壤,L1 -S9层黄土 古土壤序列

从坡顶至坡底清晰可见,下伏河流冲积相的致密黏土。 具体

地层上部为约 10m 厚晚更新统黄土(Q3),中部为约 65m 厚中

更新统黄土(Q2),底部为 10 m 厚早更新统黄土(Q1)。
本文采用 Geo鄄slope / w 建立边坡模型,如图 2 所示。 该

模型采用坡高 85 m,坡度 45毅。 在坡体上沿边坡横向依次纵

向(320毅)布 3 条测线,每条测线上布 2 个钻孔,每条测线上

的 2 个钻孔试样的物理力学性质测试结果组成一个样本数
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据,模型计算所需土性参数见表 1。 研究表明,不同地层的黄土抗剪强度参数多服从正态分布[1],且正态分

布的概率分析形式较为简单,应用最为广泛,因此,该边坡模型抗剪强度参数采用正态分布。
表 1摇 边坡土性参数

Table 1摇 Soil parameters of slope

样本 地层
天然密度 /
(kg·m-3)

黏聚力 / kPa 内摩擦角 / ( 毅)

均值 标准差 均值 标准差

参数
样本数

样本 1

样本 2

样本 3

Q3 1. 47 30. 60 6. 53 25. 76 4. 81 5
Q2 1. 96 48. 92 17. 34 28. 67 1. 65 13
Q1 1. 94 66. 00 27. 95 2
Q3 1. 52 30. 50 4. 27 26. 60 1. 73 4
Q2 1. 98 59. 06 16. 52 28. 78 2. 50 16
Q1 2. 02 68. 00 27. 40 1
Q3 1. 57 31. 60 5. 04 27. 06 3. 34 5
Q2 1. 87 60. 57 22. 20 29. 44 1. 54 14
Q1 1. 82 76. 00 28. 60 1

2. 2摇 边坡稳定性参数计算

采用表 1 中所列边坡土性参数,应用 Morgenstern鄄Price(M鄄P)法与 Monte鄄Carlo 法对边坡稳定性进行可靠

度计算,指定了边坡滑面剪入和剪出区域,计算结果(稳定系数 Fs、可靠指标 茁 和失效概率 P f)作为样本信

息,采用样本土性参数边坡可靠度计算结果如图 3 所示。

图 3摇 边坡稳定性计算结果

Fig. 3摇 Calculation results of slope stability

表 2摇 先验边坡信息

Table 2摇 Prior slope information

边坡位置 坡高 / m 坡度 / (毅) Fs 茁 Pf / % 边坡位置 坡高 / m 坡度 / (毅) Fs 茁 Pf / %

蒋刘村
东北

蒋刘村
西北

寨头村
北

太平村
西北

34. 6 53. 2 1. 121 0. 451 34. 7
44. 2 49. 1 1. 081 0. 314 40. 1
45. 1 44. 0 1. 162 0. 587 28. 9
47. 7 50. 7 1. 017 0. 069 50. 9
51. 0 49. 3 1. 016 0. 066 50. 8
59. 4 49. 5 0. 952 -0. 211 61. 6
58. 7 45. 2 1. 039 0. 159 46. 4
52. 8 55. 1 0. 898 -0. 465 71. 0
56. 4 49. 7 0. 968 -0. 138 58. 9
60. 1 49. 7 0. 946 -0. 234 62. 0
60. 7 47. 4 0. 994 -0. 024 54. 0
62. 7 40. 1 1. 169 0. 655 25. 7

陈员村
南

牛杨村
南

61. 6 45. 3 1. 040 0. 166 46. 0
51. 7 47. 0 1. 014 0. 060 50. 4
57. 9 43. 9 0. 966 -0. 150 59. 5
65. 4 44. 6 1. 070 0. 314 40. 3
63. 1 49. 5 0. 961 -0. 184 60. 1
64. 0 45. 3 0. 942 -0. 280 63. 5
60. 5 48. 5 0. 986 -0. 059 55. 5
63. 0 50. 2 0. 867 -0. 679 76. 6
65. 5 45. 5 1. 043 0. 199 44. 8

2. 3摇 先验概率密度函数建立

以泾阳南塬为研究区(图 1),研究区地貌为黄土台塬,出露第四系地层,地层呈水平状沉积,厚度变化
小。 采用李萍等[20]的极限状态坡鉴别标准,现场量测研究区内 21 个自然条件下的极限状态坡,21 个极限状

态坡与研究边坡位于同一研究区域,同时均属于黄土极限状态自然坡。 21 个先验边坡位置见图 1,坡高和坡

度见表 2。 表 2 中所列极限状态坡与排污口边坡的土层沉积特征一致,故仍采用图 2 所示地层厚度。 各地
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层的土性参数采用工程经验值,并参考李萍等[21] 对该区域土性参数的统计结果,土性参数值见表 3。 李萍

等[2]认为黄土地区黏聚力服从对数正态分布、内摩擦角服从正态分布,先验边坡稳定性计算加入此“专家信

息冶,计算结果见表 2。 将计算所得 21 个边坡的稳定系数、可靠指标及失效概率进行统计,作为机场污水排

放口边坡的先验信息。
表 3摇 先验边坡土性参数

Table 3摇 Soil parameters of prior slopes

地层
天然密度 /
(kg·m-3)

黏聚力 / kPa 内摩擦角 / ( 毅)

均值 标准差 分布类型 均值 标准差 分布类型

Q3 1. 52 39. 1 17. 8 对数正态 23. 7 5. 5 正态
Q2 1. 73 47. 9 18. 3 对数正态 24. 9 6. 5 正态
Q1 2. 13 71. 7 29. 9 对数正态 28. 3 8. 4 正态

将表 3 中的稳定系数、可靠指标及失效概率绘制频率直方图,在直方图上进行正态分布拟合,如图 4 所

示,并对其分别进行 K鄄S 检验,在显著性水平为 0. 05 下,统计显著性依次为 0. 11、0. 08 和 0. 10,统计显著性

均大于显著性水平,结果表明,三者均服从正态分布。

图 4摇 边坡稳定性参数频率直方图

Fig. 4摇 Frequency distribution histograms of slope stability parameters

表 4摇 Bayes 估计与样本和先验估计结果对比

Table 4摇 Comparison of Bayesian estimation,
sample and prior estimation

估计方法 统计指标 Fs 茁 Pf / %

Bayes 估计

样本估计

先验估计

均值 滋1 1. 025 7 0. 063 1 49. 71
方差 子21 0. 000 2 0. 004 9 7. 43

均值 軃x 1. 055 7 0. 586 3 29. 68
方差 滓2 0. 000 8 0. 079 7 90. 48

均值 滋 1. 012 0 0. 029 3 51. 49
方差 子2 0. 000 3 0. 005 2 8. 09

摇 摇 经典统计方法将概率密度函数中的参数视为未

知常数,而 Bayes 方法视为随机变量,可以应用概率

分布描述。 将边坡稳定系数、可靠指标及失效概率

均值视为随机变量,三者在实际中并不是定值,会随

着实际情况发生改变,因此选取概率分布描述这些

随机变量,是更加合理的。 假设 x1、x2、…、xn是独立

同分布随机变量,且每个随机变量服从正态分布

N(滋,n子2),则平均数 軃x 同样服从正态分布 N(滋,子2)。
因此,边坡稳定系数、可靠指标及失效概率均值服从

正态分布,正态先验相关参数见表 4。
2. 4摇 后验概率密度函数计算

采用样本方差估计总体方差,在总体方差已估计的前提下,将表 4 的正态先验和样本相关参数代入

式(2),可得边坡稳定性参数均值后验分布,并将 Bayes 估计结果与样本和先验估计结果进行比较,见表 4。
Bayes 估计与样本和先验估计结果对比表明,边坡稳定性参数均值的 Bayes 估计介于样本估计与先验估

计之间,估计结果得到了很好的修正。 方差代表了估计结果的精度,Bayes 估计的方差比样本估计和先验估

计结果均小,Bayes 估计结果的精度为先验信息与样本信息精度之和。 同时,研究边坡后缘有拉裂缝,表现

为更接近破坏的状态,研究边坡样本估计失效概率为 29. 68% ,与研究边坡的野外特征并不完全相符。 而加

入先验分布后,失效概率为 49. 71% ,与研究边坡的野外特征更贴切。
2. 5摇 后验分布稳健性分析

机场污水排放口边坡稳定性的 Bayes 推断中,假设了稳定系数、可靠指标和失效概率的先验分布均服从

正态分布,并对其进行了检验,详见 2. 3 节。 但是,先验分布服从的概型并不唯一,概型参数会随统计数据的
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多少而发生改变,并且先验分布考虑专家信息或工程经验,人为主观性较大,因此,先验分布存在较大的不确

定性。 假定代换分布 q 服从均匀分布,即代换分布族为均匀分布族,表达式为

D = {q:q = U(滋 - k,滋 + k),k > 0} (8)
式中:k———均匀分布族区间系数,上限根据边坡工程实际情况而定。

假定先验分布存在 5% 、10%和 15%的改变,即代换系数 着 分别为 5% 、10%和 15% 。 在边坡工程中,稳
定系数均值理论最小值趋于 0,同时,由图 4 可知,稳定系数初始先验分布均值趋于 1,区间系数 k 上限为 1,
同理可得可靠指标、失效概率的区间系数 k 上限分别为 1、50% 。 经计算得边坡稳定性指标后验稳健性结

果,如图 5 所示。 结果表明:(a)稳定系数、可靠指标及失效概率均值后验期望损失,随着分布区间系数 k 的

增大而波动,并且随着代换系数 着 的增大,后验期望损失依次增大;(b)稳定系数均值后验期望损失开始有

所波动,随后较快趋于较小的后验期望损失值,且后验期望损失上限较小,稳健性良好;(c)可靠指标和失效

概率均值后验期望损失一直处于波动状态,但波动的最大后验期望损失都在 20% 以内。 将稳健性划分为

4 个等级,即最大后验期望损失在 5%以内代表稳健性很好,10%以内代表稳健性好,20%以内代表稳健性较

好,20%以上代表稳健性差,因此可靠指标和失效概率的稳健性较好。 可见,先验分布的正态概型是合理的,
先验分布的不确定性对后验结果并未产生较大影响。

图 5摇 边坡稳定性指标均值后验期望损失

Fig. 5摇 Posterior expected loss of slope stability index means

3摇 结摇 摇 论

a. 采用 Morgenstern鄄Price 法与 Monte鄄Carlo 法对研究区内的极限状态黄土自然坡的稳定性进行可靠度

计算。 对稳定系数、可靠指标及失效概率进行频率直方图统计与正态分布拟合及检验,结果显示,极限状态

坡稳定性指标均较好地服从正态分布。
b. 对黄土边坡稳定性计算结果进行了 Bayes 分析。 以泾阳南塬机场污水排放口边坡为例,以研究区

21 个极限状态坡建立先验分布,以边坡自身稳定性参数作为样本信息,计算了稳定系数、可靠指标和失效概

率均值后验分布,并将 Bayes 计算结果与样本估计和先验估计进行了比较,Bayes 计算结果极大地降低了不

确定性,结果更为精确,更加符合实际。
c. 鉴于先验分布的类型与分布参数并不唯一,且随统计数据的多少和专家经验发生改变,本文通过 着

代换法构建先验分布族,以后验期望损失范围评价后验结果的稳健性。 当代换系数 着 为 5% 、10% 和 15%
时,稳定系数均值后验期望损失较快趋于较小值,可靠指标和失效概率均值后验期望损失一直在 20% 损失

范围内波动。 结果表明,构建的先验分布合理,后验结果稳健性较好,Bayes 估计结果更加准确。
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