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考虑损伤的混凝土非线性徐变模型

郑摇 丹,蔡昊男,李鑫鑫

(重庆交通大学河海学院,重庆摇 400074)

摘要:采用断裂力学理论分析考虑徐变变形的材料内裂纹尖端实际能量释放率,研究持续荷载作用

下混凝土内微裂纹应变能累积规律,认为在相同应变能累积情况下,长期持续荷载和单轴荷载下微

裂纹扩展演化状态相同。 基于柔度张量等效假设建立了混凝土的非线性徐变模型,实际应用表明,此
模型与不同强度等级混凝土非线性徐变试验结果吻合较好,能反映混凝土损伤与徐变的耦合机理。
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Nonlinear creep model for concrete considering damage / / ZHENG Dan,CAI Haonan, LI Xinxin(Department of River
and Ocean Engineering, Chongqing Jiaotong University, Chongqing 400074,China)
Abstract: The fracture mechanics theory was used to analyze the actual energy release rate at the tip of cracks in the
material considering creep deformation. The strain energy accumulation law of microcracks in concrete under continuous
loading was investigated and it is concluded that the microcrack extension evolution state is the same under long鄄term
continuous loading and uniaxial loading with the same strain energy accumulation. This model is in good agreement with the
results of non鄄linear creep tests on concrete of different strength classes. The coupling mechanism between concrete damage
and creep can be reflected.
Key words: nonlinear creep; concrete; damage; strain energy; microcrack

摇 摇 混凝土结构在长期持续荷载作用下变形不断增

加的现象称为徐变[1]。 在不同大小的长期荷载下,
混凝土表现出不同的徐变现象。 当长期荷载较小时

(<0. 4fc,fc 为抗压强度),混凝土变形随时间增加缓

慢,且徐变变形与应力成正比,此时为线性徐变;当
持荷水平较大时,徐变虽最终收敛但和应力水平不

再成线性,此时为非线性徐变;在持续荷载很大时

(>0. 7fc),混凝土徐变将不再收敛,此时混凝土将发

生徐变破坏(Tertiary creep) [2]。 由于高拱坝等水工

结构在服役期承受较高水平的持续荷载,准确地计

算混凝土非线性徐变对结构分析设计十分重要。
混凝土在较低荷载水平下的线性徐变计算发展

已经非常成熟,如 CEB鄄FIP 模型[3],ACI209 模型[4],
朱伯芳模型[5]和 Bazant 的固化徐变模型[6] 等,但目

前对高持续荷载非线性徐变研究还比较欠缺。 大量

试验研究表明,较高持续荷载下的混凝土在徐变变

形过程中材料会发生损伤[7鄄8],混凝土在徐变过程的

损伤是导致非线性徐变的主要原因[9]。 在试验基

础上,研究人员提出了各种模型分析混凝土的非线

性徐变性能。 Mazzotti 等[10鄄11] 采用广义的 Kevin 和

Maxwell 弹簧阻尼模型, 黄耀英等[12] 采用串联

Bingham 原件建立了宏观的混凝土非线性徐变模

型。 郑丹[13]假设单元应变能服从 Weibull 分布,采
用统计损伤模型分析了持续荷载下混凝土的力学性

能。 陈忠等[14]应用最小二乘法回归分析徐变度的

试验数据,并提出了基于时间等效的混凝土徐变模

型。 Ruiz 等[15]认为混凝土在徐变过程中的损伤机

理与在疲劳应力下相似,分析了混凝土的非线性徐

变行为。 Ren 等[16] 采用能量为基础的塑形损伤模

型,建立混凝土的非线性徐变模型。 Luzio[17]将细观

层面的固化徐变模型引入微平面理论框架,分析了

徐变与损伤的耦合关系。 同时,美国垦务局[18] 进行

了持续时间超过 10 a、荷载水平为 1 / 4 ~ 1 / 3 混凝土

抗压强度的试验,结果表明低应力作用的徐变并不
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会对混凝土材料造成损伤。 可以看出,目前的混凝

土非线性徐变模型大多试验数据的直接拟合,或是

直接认为部分徐变变形会导致混凝土损伤,并没有

反映混凝土非线性徐变的机理。

1摇 非线性徐变系数

在现有理论和试验研究基础上,研究人员一般

用非线性徐变系数 F(浊)来描述较高荷载下混凝土

的徐变变形:

着nl( t) =
滓c

Ec
渍lin( t0,t)F(浊) (1)

式中:滓c 为持续荷载;Ec 为弹性模量;浊 =滓c / fc 为持

荷应力水平;渍lin( t0,t)为无量纲线性徐变,为非线性

徐变系数。 现有文献中非线性徐变系数计算公式如

表 1 所示,其中非线性临界点表示线性和非线性徐变

的分界点,即持续荷载水平超过该值后,混凝土发生

非线性徐变。
表 1摇 现有非线性徐变系数计算公式

研究者 非线性徐变系数 非线性临界点

CEB鄄FIP[3] e1. 5(浊-0. 4) 0. 40
汤灿[19] 0. 037e4. 24浊+0. 837 0. 35

Ruiz 等[15] 1+2浊4 0. 45
Bazant[6] (1+3浊5) / (1-浊10)

可以看出,不同研究人员得出的非线性徐变系

数计算方法形式差别较大,不同计算方法得到非线

性徐变系数和持荷应力水平的关系如图 1 所示。 图

中还给出了文献中不同强度等级的非线性系数试验

数值。

图 1摇 非线性系数与持荷水平关系

从图 1 中可以发现,现有非线性徐变系数计算

公式和中等强度混凝土(C30,C40)试验结果吻合较

好,但不能反映较低 ( C20) 和较高强度混凝土

(C60)的非线性徐变特征。 这是因为目前的非线性

徐变计算方法均是试验数据的宏观拟合,没有考虑

混凝土材料在持续荷载下的非线性变形力学本质。

因此有必要分析较高持续荷载下混凝土徐变和损伤

耦合机理,提出能准确计算不同强度等级混凝土非

线性徐变变形的方法,为长期服役的混凝土结构安

全性评价提供参考。

2摇 考虑损伤的混凝土非线性徐变计算方法

2. 1摇 混凝土非线性徐变模型

根据已有的理论和试验研究成果,笔者认为混

凝土在高持续荷载下体现出非线性徐变特征主要是

由材料损伤造成的。 在较高荷载下混凝土材料内部

会发生损伤,损伤变形会减小材料的宏观弹性模量,
虽应力不变但徐变变形增加;同时徐变变形会导致

材料发生损伤,损伤与徐变相互耦合,导致高持续荷

载下混凝土徐变呈现出非线性。 考虑混凝土材料损

伤,可以将高持续荷载下混凝土的应变划分为以下

3 个部分:
着tot = 着e + 着d + 着c (2)

式中:着tot为徐变总应变;着e 为混凝土弹性应变(瞬时

且可恢复);着d 为损伤应变(瞬时不可恢复),主要与

混凝土中的微裂纹扩展演化有关; 着c 为混凝土基体

徐变应变,主要是由水泥基基体的流变特性产生的,
与塑性收缩以及骨料、加载龄期等诸多因素相关。

式(2)中,混凝土弹性应变可以通过混凝土单

轴抗压应力应变关系计算得出。 对于混凝土基体徐

变应变,本文采用 Bazant[22] 等提出的固化徐变 B3
模型计算,其增量形式的徐变度 C0( t,t忆)可表示为

g忆( t) = C0( t,t忆) = n(q2 t -m + q3) /
[( t - t忆) + ( t - t忆) 1-n] + q4 / t (3)

q2 = 451. 1c0. 5 ( fc) -0. 9q3 =
0. 29 (w / c) 0. 4q2q4 = 0. 14 (a / c) -0. 7 (4)

式中:t 和 t忆分别为计算和持荷开始龄期;w / c 为水

灰比;a / c 为骨料与水泥比值;n 和 m 为常数;q2 ~ q4

分别为与龄期相关的黏弹性相柔度、与龄期无关的

黏弹性相柔度和黏性相柔度。 根据 Lemaitre 的损伤

力学理论,将材料损伤 D 表示为弹性模量的折减,
单轴情况下混凝土等脆性材料的本构关系可以表

示为

着 = 滓*

E忆 = 滓
E(1 - D)

D = 1 - E忆

ì

î

í

ï
ï

ï
ï E

(5)

式中:滓*为作用在材料上的有效应力;滓 为外部应

力;E忆和 E 分别为材料损伤后的弹性模量和初始弹

性模量。 考虑材料损伤后,实际作用在材料的有效

应力增加,徐变变形增大,因此增量形式的混凝土基

体徐变可以表示为
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d着c

dt = 滓
E

g忆( t)
1 - D (6)

摇 摇 从上述分析可以看出,对于弹性应变以及基体

徐变应变可以通过现有的研究成果进行确定,但损

伤应变 着d 无法直接计算。 因此,准确计算混凝土非

线性徐变变形的关键是确定损伤应变 着d,即明确徐

变变形如何对混凝土材料造成损伤。
2. 2摇 混凝土徐变变形产生的损伤

混凝土的损伤破坏主要是由材料内部微裂缝、
孔隙扩展演化造成的。 根据 Griffith 经典断裂理论,
在外荷载作用下,材料内部应变能逐渐累积,当应变

能超过产生新裂纹需要的表面能时,裂缝就会发生

扩展。

图 2摇 拉伸应力下 I 型裂缝

如图 2 所示的经典线弹性断裂模型,厚度为 B
的平板承受均匀拉应力 滓,由于裂纹存在而释放的

弹性能 U(平面应力条件下)和裂纹扩展形成新表

面所需表面能 S 分别为

U = 仔a2滓着B = 仔a2滓2B / E (7)
S = 2A酌 = 4a酌B (8)

式中:A 为裂纹表面积;酌 为断裂表面能。 线弹性断

裂力学认为,当 d(U-S) / dA = 0 时裂纹发生临界扩

展,对应的起裂临界应力为 滓c = 2E酌 / (仔a) 。 实际

上,当混凝土发生徐变后,虽然外荷载保持不变,但材

料应变随时间增加而增大,因此考虑徐变变形后,图
2 所示平板由裂纹存在而释放的弹性能实际为

Uc = 仔a2滓着B = 仔a2B滓(滓 / E + 着c) (9)
摇 摇 对比式(7)和式(9)可知看出,由于徐变变形的

存在,外荷载所导致弹性能累积要高于短期荷载。
在持续荷载产生的持续变形超过一定程度后,即使

此时外荷载保持不变,应变能将超过表面能,导致裂

纹开裂并造成材料损伤。 为定量化地分析徐变变形

对材料损伤的影响,本文定义材料宏观应变能

Es =滓着。由上述分析可知,在细观层面上,当裂纹尖

端应变能到满足下式时,裂纹发生扩展。
滓着 逸4酌 / (仔a) (10)

摇 摇 同时,细观损伤力学认为,当材料内部微裂纹满

足式(11)后发生扩展。 随着微裂纹的扩展演化,其

对混凝土的宏观变形贡献逐渐增加,混凝土应力应

变关系呈现出一定的非线性,单轴荷载下混凝土应

力应变关系可以表示为
軈着ij = 軈着0

ij + 軈着*
ij (11)

式中 軈着0
ij、軈着*

ij 分别为基体弹性应变和微裂纹引起的应

变,因此材料柔度张量也可以分解为
軈Sijkl = 軈S0

ijkl + 軈S*
ijkl (12)

式中:軈S0
ijkl、軈S*

ijkl分别为基体弹性柔度张量和微裂纹引

起的非线性柔度张量。 不同细观力学方法假设不同

的等效应力应变场和简化计算方法,非线性应变可

以表示为

着* = S(Es) 颐 滓 (13)
式中:Es 为应变能;S(Es)为微裂纹柔度贡献。

以混凝土受压为例,由于混凝土由骨料和砂浆

组成,裂纹开始分布在骨料和砂浆的界面上(图 3
(a)),随着荷载增加微裂纹会发生自相似扩展(图
3(b))和弯折扩展(图 3(c)),并最终由于微裂纹相

互作用形成宏观裂纹导致破坏。 由于不同混凝土材

料内微裂纹尺寸、分布各异,在外荷载逐渐增加的过

程中,不同的微裂纹处于不同的状态,要采用细观力

学方法准确计算所有微裂纹对材料损伤、变形的影

响非常复杂。

图 3摇 压缩荷载下混凝土内裂纹扩展演化规律

由式(13)可知,只要裂纹应变能 滓着 相同,裂纹

扩展状态也相同,微裂纹引起的非线性柔度也相等。
因此,本文假设不同荷载历史下,如果宏观应变能

Es 相等,则材料的非线性柔度张量也相同,这样就

可以利用单轴荷载下混凝土的非线性柔度张量来表

征徐变荷载下的非线性柔度张量。
首先在单轴荷载下混凝土的应力 应变关系

(图 4)基础上,根据式(11)获得不同应力条件下的

微裂纹产生的应变,然后根据式(13)即可求得非线

性柔度张量 S(Es)和应变能 Es 的关系。 图 4 和图 5
分别为不同强度等级的混凝土应力 应变关系曲线

和应变能 非线性柔度张量。 可以看出,在相同应变

能下,由于低强度混凝土的微裂纹密度更高,因此其

提供的非线性柔度张量贡献更大。
基于相同应变能条件的非线性柔度张量等效假

设,可以计算持续荷载下混凝土的非线性徐变,建立

·77·



水利水电科技进展,2021,41(4) 摇 Tel:025 83786335摇 E鄄mail:jz@ hhu. edu. cn摇 http: / / jour. hhu. edu. cn

图 4摇 混凝土应力应变关系

图 5摇 材料应变能 非线性柔度张量关系

考虑损伤影响的混凝土徐变损伤模型。 在单轴持续

荷载下混凝土损伤应变为

着d = 滓
E S(Es) = 滓

E S(滓着tot) (14)

式中:S(Es)为微裂纹柔度贡献,可以通过单轴混凝

土应力 应变关系获得(图 5)。 将式(14)求导后联

合式(4)代入式(2),即可得增量形式的持续荷载下

混凝土徐变模型:
d着tot

dt = 滓
E g忆( t)

1 + S(滓着tot)
1 - 滓2S忆(滓着tot) / E

(15)

摇 摇 从式(15)可以看出,当持续荷载水平很小时,
混凝土为线弹性材料,柔度 S ( 滓着tot ) 和导数 S忆
(滓着tot)均为 0,此时为线性徐变;当持续荷载水平较

高时,S (滓着tot)和其导数 S忆(滓着tot)迅速增加(图 5),
混凝土的应变增长速率增加,徐变呈现出非线性;当
持续荷载水平更高时,在混凝土非线性徐变发展过

程中,当应变累积到一定程度后,滓2S忆(滓着) / E寅1,
混凝土的应变增长速率趋于无穷大,d着 / dt寅¥,材
料不能继续承受持续荷载,混凝土发生徐变破坏。
同时从图 5 可以看出,混凝土非线性徐变特性和柔

度 S(滓着tot)直接相关,在相同应变能下,强度低的混

凝土柔度更高,因此在相同徐变变形影响下,混凝土

材料的损伤程度更大,导致混凝土徐变的非线性程

度越高。
需要指出的是,由于水泥基材料水化过程比较

漫长,混凝土在龄期作用下其强度会逐渐上升,强度

随龄期变化会影响混凝土的徐变特性。 因此,本文

采用 CEB鄄FIP 规范[3] 推荐公式考虑混凝土强度随

龄期的增长规律:

fct( t) = fc28
t

0. 85t + 0. 4 (16)

其中 fct为龄期 t 的混凝土强度,fc28为 28 天单轴抗压

强度。

3摇 模型验证和讨论

为验证模型正确性,将模型计算值和现有试验

值进行了对比和讨论。 在计算中,模型不含其他需

通过试验结果测定的参数。 不同强度等级下混凝土

单轴荷载下的应力 应变关系采用 GB 50010—2010
《混凝土结构设计规范(2015 版)》中的推荐公式:

滓 = (1 - dc)Ec着 (17)

dc =
1 -

籽cn
n - 1 + xn 摇 摇 x 臆1

1 -
籽c

ac(x - 1) 2 + x
摇 摇 x >

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 1

(18)

籽c =
fc,r

Ec着c,r
摇 摇 x = 着

着c,r
(19)

式中:ac 为混凝土单轴受压应力 应变曲线下降段

参数值;fc,r为混凝土单轴抗压强度;着c,r为与单轴抗

压强度相应的混凝土峰值压应变;着c,u为应力应变曲

线下降段应力等于 0. 5fc,r时混凝土压应变;dc 为混

凝土单轴受压损伤演化参数。 计算中上述参数取值

如表 2 所示。
表 2摇 混凝土单轴受压应力 应变曲线的参数取值

fc,r /MPa 着c,r / 10-6 琢c 着c,u / 着c,r

20 1 470 0. 74 3. 0
30 1 640 1. 36 2. 3
60 2 030 3. 25 1. 8

图 6摇 中、低持续荷载下模拟值与试验值对比

3. 1摇 混凝土的非线性徐变

图 6 为持续荷载分别为 20% 、35% 、55% 和

65%抗压强度时的非线性徐变和时间关系图,图中

分别给出了 Roll[23]的试验值和本文模型的计算值,
试验均为强度等级 C30 试件,模型计算参数也采用

上述规范中 C30 混凝土应力应变关系计算。
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从图 6 中可以看出,计算结果与试验结果吻合

较好,所提出的非线性徐变计算方法可以较好地模

拟持续荷载下的混凝土徐变变形。 需要说明的是,
本文提出的计算方法不含任何待定参数,仅仅通过

材料在单轴荷载下应力 应变曲线,获取混凝土不同

应变能累积状态下的柔度,即可计算混凝土在不同

水平的持续荷载下徐变变形性能,适用性较强。
3. 2摇 非线性徐变系数

采用同样的方法可以计算 C20、C40 和 C60 混

凝土的非线性徐变系数,如图 7 所示。

图 7摇 非线性系数与持荷水平关系

从图 7 中可以看出,通过该方法计算得到的非

线性徐变系数与试验值吻合较好,并能够反映出不

同强度等级之间非线性系数的区别。 混凝土单轴强

度越高,非线性徐变系数越小。 这是因为混凝土强

度越高,微裂纹密度相对较低,在相同荷载水平下损

伤较低,在单轴应力 应变曲线上体现出较弱的非线

性,在相同徐变荷载下,混凝土损伤程度以及徐变和

损伤的耦合影响也较低,因此非线性系数较低。
3. 3摇 混凝土非线性徐变临界点

线性徐变和非线性徐变的界限对结构长期性能

分析也很重要,因此在此计算了不同强度等级混凝

土的非线性徐变临界点,如表 3 所示,表 3 还给出了

已有文献中的非线性徐变临界点的试验或经验值。
需要说明的是,本文提出的模型没有人为区分线性

和非线性徐变,当线性徐变与非线性徐变之差超过

5%时,材料的非线性特性较为突出,因此在计算中

认为非线性和线性徐变差别超过 5% 时,此时的徐

变为非线性徐变。
表 3摇 不同强度等级凝土的非线性徐变临界点

计算方法 C20 C30 C40 C50

本文模型 0. 31 0. 41 0. 47 0. 60
CEB鄄FIP[3] 0. 40
汤灿[19] 0. 35

Mazzotti 等[10] 0. 4 ~ 0. 5
Ruiz 等[15] 0. 45

从表 3 中可以看出,本文模型计算与试验值吻

合程度较高,模型可以较好地反映混凝土材料从线

性徐变到非线性徐变过渡过程,同时本文的模型能

体现出不同等级混凝土非线性临界点的差别。 从表

3 中还可以看出,混凝土强度越高,非线性徐变临界

点越高;对于 C20 和 C50 的混凝土来说,当受到的

持续荷载应力分别超过 31% 和 60% 的混凝土单轴

强度时,徐变才会体现出非线性。

4摇 结摇 论

a. 提出的非线性徐变模型和试验值吻合较好,
可以反映不同强度等级混凝土的非线性徐变特征,
同时本文模型中不含任何试验待定参数,通过材料

在单轴荷载下应力应变曲线,即可分析混凝土在不

同水平的持续荷载下徐变变形性能,能反映混凝土

非线性徐变的力学机理,适用性强。
b. 混凝土强度越高,在相同荷载水平下损伤较

低,在相同徐变荷载下混凝土损伤程度以及徐变和

损伤的耦合影响也较低,因此非线性系数较低;发生

非线性徐变的临界荷载水平也较高。
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