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改进缩减基法在框架结构中的应用
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摘要:针对缩减基法需预先知道设计参数与线弹性算子分离关系的问题,基于求逆缩减基法,提出

一种求解与设计参数无关的线弹性算子的方法。 该方法在离线阶段构建低维解空间,无需预先知

道设计参数与线弹性算子的关系,选取不同的设计参数,利用 ANSYS 提取需要的线弹性算子,用求

逆缩减基法解得与设计参数无关的线弹性算子。 在在线阶段代入新设计参数即可快速得到结构的

计算结果。 以平面框架结构为例,将改进后的缩减基法结果与有限元结果进行比较,表明该方法有

很高的精度,且扩大了传统缩减基法的应用范围。
关键词:缩减基法;求逆缩减基法;线弹性算子;离线阶段;在线阶段;平面框架
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Application of improved reduced basis method in frame structures / / LI Yonghong1,2, LIANG Zhen1,2(1. College of
Civil Engineering, Central South University of Forestry and Technology, Changsha 410004, China; 2. Hunan Provincial Key
Laboratory of Engineering Rheology, Central South University of Forestry and Technology, Changsha 410004, China)
Abstract: Aiming at the problem that the separation relationship between design parameters and linear elastic operators
should be known in advance for the reduced basis method, a method based on inversion reduced basis method is proposed to
solve linear elastic operators independent of design parameters. In the off鄄line stage, a low dimensional solution space is
constructed without knowing the relationship between design parameters and linear elastic operators. Different design
parameters are selected, and the linear elastic operators can be extracted from ANSYS software. The linear elastic matrix
independent of design parameters is then solved by inversion reduced basis method. In the on鄄line stage, the calculation
results can be obtained quickly when the new design parameters are selected. A planar frame structure was taken as an
example, in which the results from the improved reduced basis method and the finite element method were compared,
showing that the improved reduced basis method has high accuracy and the traditional application scope of reduced basis
method is expanded.
Key words: reduced basis method; inversion reduced basis method; linear elastic operator; off鄄line stage; on鄄line stage;
planar frame

摇 摇 许多工程实际问题常采用有限元法对结构进行

分析。 对结构进行优化设计时,需多次对结构进行

分析,采用实时计算方法分析可以减少计算时间。
缩减基法(reduced basis method, RBM)作为一种实

时计算方法,在 20 世纪 70 年代被提出[1],该方法可

在全局范围内进行近似计算,并对计算结果的误差

范围进行估计[2]。 整个计算过程可以分为离线阶

段和在线阶段,离线阶段计算的量与设计参数无关,
只需计算 1 次,可以先行计算完成。 设计参数发生

变化时,在线阶段可以快速得到缩减基法结果[3]。
近年来,缩减基法被用于各个领域。 Jiang 等[4]将缩

减基法运用于声学的多频分析中,对复杂声学散射

等问题进行优化,提高了系统运行效率。 Feng 等[5]

应用缩减基法求解多元材料在热荷载情况下的热响

应值,确定了各设计参数最优解。 Shi 等[6] 将缩减

基法运用于电磁场中,把介质散射体参数化并对介

质散射较强的电磁场高效建模,将其与边界元法结

合,对系统进行快速计算。 李永红等[7] 将求逆缩减

基法用于车架结构分析,并对误差进行估计,计算量

大大降低,结果也有很高的精度。 张正等[8鄄9]将缩减

基法应用在区间结构的可靠性分析,对参数域的失

效范围进行了快速求解;对减基空间的完备性也做
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了研究,以向量子空间夹角大小来检查结构响应解

的精确性。 马营利等[10] 将线弹性算子中的部分参

数显示化,把结构划分为敏感区和非敏感区,结合缩

减基法实现了矿用车架的快速计算。
上述关于缩减基法的研究,需预先将设计参数

从线弹性算子中分离出来。 将线弹性算子分成多个

与设计参数无关的矩阵,该步骤计算烦琐且不易求

解,影响了缩减基法的应用。 本文将对缩减基法进

一步改进,结合 ANSYS 分析设计参数与结构单元之

间的联系,分离线弹性算子中的设计参数,从而解决

缩减基法应用瓶颈问题,同时将改进后的缩减基法

应用到平面框架结构[11鄄12]。

1摇 缩减基法理论及改进

1. 1摇 缩减基法基本理论

结构进行求解时,与自身几何或者物理参数有

关的结点位移组成高维解空间。 缩减基法通过

Galerkin 映射,将解映射到低维解空间,在低维解空

间拟合结果。
结构的平衡方程为如下形式:

K(滋)u(滋) = F摇 摇 坌u(滋) 沂 X (1)
式中:滋 为结构的设计参数;K(滋)为结构刚度矩阵;
u(滋)为结构的结点位移向量;F 为结构荷载向量;X
为真实的高维解空间。

对于大型复杂结构,求解式(1)会耗费大量时

间。 结构优化设计时,每一次设计参数变化都要求

解上式。 因此,能快速求解结构并得到高精度结果

对于优化设计十分重要。
系统能量为

J = 1
2 uT(滋)K(滋)u(滋) - uT(滋)F (2)

在设计参数变化范围内,选 M 组设计参数为样本参

数,计算对应结构得到位移,组成的矩阵为

P = [u(滋1),u(滋2),…,u(滋M)] (3)
摇 摇 P 中的第 i 项设计参数对应的结构,可以用有限

元法求出对应的位移 u(滋i)。 将这 N 组位移构成减

基矩阵 z,写成如下形式:z = [u(滋1 ),u (滋2 ),…,
u(滋M)]。z 矩阵中的解向量 u(滋i)( i = 1,2,…,M)是
线性无关的,真实解 X 中各项可以用减基矩阵 z 中的

元素线性表达。 当取新的设计参数 滋new时,对应结构

的位移可以看作是减基矩阵 z 中各项的线性组合,即
u(滋new) = za(滋new) (4)

式中:a(滋new)为系数向量。 将式(4)代入式(2),系
统能量可写成

J= 1
2 (za(滋new)) TK(滋new)za(滋new)-(za(滋new)) TF

(5)

由能量最小原理并结合式(5)可得到

zTK(滋new)za(滋new) = zTF (6)
令 KN(滋new)= zTK(滋new)Z,FN = zTF,式(6)可写成

KN(滋new)a(滋new) = FN (7)
摇 摇 当结构中的设计参数改变时,用缩减基法求解,
可以转化为在低维的解空间求解式(7)。

对于线弹性问题,刚度矩阵 K(滋)可以分解成

两部分,一部分与设计参数有关,另一部分与设计参

数无关,表示为下列形式:

K(滋) = 移
Q

q = 1
滓q(滋)Kq (8)

式中:滓q(滋)为从刚度矩阵中分离出来的与设计参

数有关的函数关系;Kq 为刚度矩阵中与设计参数无

关的矩阵;Q 为刚度矩阵中设计参数能够分离的项

数,与求解的问题有关。
基于这种分解,缩减基法可以进行快速有效的

实时计算。 将式(8)代入式(6),可写成

移
Q

q = 1
滓q(滋( )new zTKqz)a(滋new) = zTF (9)

令 KN
q = zTKqz(q=1,2,…,Q),式(9)可写成

移
Q

q = 1
滓q(滋( )new KN

q )a(滋new) = zTF (10)

摇 摇 将设计参数从刚度矩阵分离出来后,KN
q 可以提

前算好。 在取新的设计参数时,滓q(滋new)容易计算,
由式(10)可求得 a(滋new)。 代入式(4),就可得到缩

减基法对应的位移解。 求解式(10)计算量远小于

求解式(1)。 所以,缩减基法可以降低计算量,提高

计算效率。
1. 2摇 缩减基法的参数分离

缩减基法将线弹性算子分离成与设计参数有关

的部分和与设计参数无关的部分后,计算过程可分

为离线阶段和在线阶段,但将设计参数从线弹性算

子中分离并不容易实现。 基于现有的研究基础和成

果,采用 ANSYS 建模提取相关信息,对设计参数与

结构线弹性矩阵的关系进行分析研究,通过计算得

到与设计参数无关的线弹性算子。
设刚度矩阵可以分离成 Q 项与设计参数无关

的项。 选取 Q 组设计参数,得到对应结构的整体刚

度矩 阵 K ( 滋i ), 代 入 式 ( 8 ), 即 K(滋 i) =

移
Q

q = 1
滓 q(滋 i)Kq, 则 zTK(滋 i)z = zT(移

Q

q = 1
滓 q(滋 i)Kq)z 。

令 KN(滋i) = zTK(滋i) z,有 KN(滋 i) = 移
Q

q = 1
滓 q(滋 i)KN

q ,

其展开式为

滓1(滋i)KN
1 + … + 滓q(滋i)KN

q + … +
滓Q(滋i)KN

Q = KN(滋i)摇 ( i,q = 1,2…,Q) (11)

·98·



水利水电科技进展,2021,41(6) 摇 Tel:025 83786335摇 E鄄mail:jz@ hhu. edu. cn摇 http: / / jour. hhu. edu. cn

令 KN
jl(滋i)是 KN(滋i)的第 j 行第 l 列,KN

qjl是 KN
q 的第 j

行第 l 列,则

C =
滓1(滋1) … 滓Q(滋1)

左 左
滓1(滋Q) … 滓Q(滋Q

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú)

(12)

表示 Q 组设计参数与KN(滋i)的关系式矩阵。
将之前选取的 Q 组设计参数代入 滓q ( 滋i ),

KN
jl(滋i)和 KN

qjl代入式(11),有
KN

jl(滋i) = CKN
qjl (13)

由式(13)可得到

KN
qjl = C -1KN

jl(滋i) (14)
从式(14)求解得到 KN

qjl,各项都算出组成 KN
q 。

在设计参数关系未知的情况下,研究简单结构

单元刚度矩阵,分析其随设计参数的变化规律,找出

二者关系。 选取 Q 组设计参数,得到 C 矩阵及 Q 个

KN(滋),代入式(14)算出 KN
qjl,集合组成 KN

q ,将 KN
q 代

入式(10)可求出系数向量 a(滋new),从而求得结构

应用改进缩减基法的位移解 uGRBM(滋new)。
KN

q 计算流程可简述如下:淤分析所求结构的单

元类型,用 ANSYS 建立该单元类型的简单模型,不
断改变设计参数,找出线弹性算子与设计参数的联

系;于选取多组设计参数,在 ANSYS 中提取对应结构

的整体刚度矩阵;盂用求逆缩减基法计算线弹性算子

中与设计参数无关部分的方法,计算得到 KN
q 。 需分

析的复杂结构与简单结构单元类型相同,线弹性算子

与设计参数函数关系也相同,第淤步中从简单结构中

找出的函数关系可以直接用于第于步。

2摇 数值算例

住宅楼和商住楼多采用框架结构。 与砖混结构

相比,框架结构在抗拉、抗剪、切抗变形能力上有很

大的优势,有很好的刚度和强度,牢固性比较强,因
此能抵抗外界环境发生变化所受的作用力(地震

力、风荷载等)。 以多层框架结构为例,取其中的一

榀平面框架结构进行分析, 用梁单元划分网格建立

有限元模型,如图 1 所示。 该模型有 540 个单元,
521 个节点,每个节点具有 3 个自由度,整个结构共

有1 563 个自由度。在第一排架柱作用集中力 N1,对
该种荷载情况进行分析,如图 2 所示。 框架结构模

型的刚度矩阵与梁单元弹性模量 E、截面面积 A、截
面惯性矩 I、长度 l、泊松比 淄、厚度 h 有关,且横梁和

柱的组合形式也会引起刚度矩阵的变化。
该结构所选用的材料为钢筋混凝土材料,泊松

比为 0. 2,密度为 2 500 kg / m3。 本例首先取梁单元

组成的一简单结构进行分析,如图 3 所示。 利用

图 1摇 平面框架结构的有限元模型

图 2摇 结构荷载情况

ANSYS 提取图 3 结构的刚度矩阵等相关信息,对设

计参数和刚度矩阵的变化进行分析,将设计参数从

刚度矩阵中分离出来。

图 3摇 梁单元组成的简单结构模型

平面框架结构选取的设计参数变化范围如下:
E= 3. 0 ~ 4. 5 GPa,A = 0. 09 ~ 0. 36 m2, I = 0. 24 ~
0郾 96 m4,l=0. 2 ~ 0. 6 m。 整个计算过程分成离线阶

段和在线阶段。
离线阶段:分析梁单元组成的简单结构。 选取

不同设计参数时,利用 ANSYS 提取该简单结构的梁

单元矩阵,找出单元刚度矩阵与设计参数的变化关

系为 EA / l,EI / l,EI / l2,EI / l3。 针对图 1 中的平面框

架结构,整体刚度矩阵与设计参数的函数关系式与

简单结构相同。 在设计参数的变化范围内选取多组

参数,代入 滓q(滋)。 由 ANSYS 可计算出不同设计参

数时的整体矩阵,求解低维解空间下的刚度矩阵,再
由方程组(13)得到 KN

q 。
在线阶段:选取新设计参数时,算出 滓q(滋new),

代入式(10)求得 a(滋new),由式(4)求得应用改进缩

减基法得到的位移解 uGRBM(滋new)。
为了验证改进缩减基法的计算精度,任意选取

新设计参数如表 1 所示,采用有限元法求出位移结

果 u(滋new),令 s(滋new)= Fu(滋new);用求逆缩减基法

得 到 位 移 结 果 uGRBM ( 滋new ), 令 s忆 ( 滋new ) =
·09·
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FuGRBM(滋new)。按式(15)计算并比较计算精度,滋1 ~
滋8 的误差 e 分别为 0. 031、0. 062、0. 021、0. 035、
0郾 029、0郾 012、0. 078、0. 010。

e =
s(滋new) - s忆(滋new)

s(滋new)
(15)

表 1摇 设计参数选取

参数 E / GPa A / (10-2m2) I / m4 摇 l / m
滋1 3. 00 9. 00 0. 24 0. 20
滋2 3. 20 12. 25 0. 27 0. 25
滋3 3. 50 16. 00 0. 32 0. 30
滋4 3. 45 17. 64 0. 35 0. 34
滋5 3. 80 20. 25 0. 38 0. 36
滋6 4. 00 25. 00 0. 40 0. 40
滋7 4. 38 30. 25 0. 46 0. 48
滋8 4. 50 36. 00 0. 48 0. 50

为更明确地检验改进缩减基法的计算精度,以
有限元结果为精确解,将改进缩减基法各节点位移

结果按照最小二乘法计算相对误差 着,滋1 ~ 滋8 的相

对误 差 分 别 为 0. 043% 、 0. 057% 、 0. 039% 、
0郾 063% 、0. 031% 、0. 018% 、0. 059% 、0. 026% 。

设计参数发生变化时,该算例用有限元方法做

一次运算需 72s,用改进缩减基法计算,在在线阶段

计算一次需要 0. 009 1 s,计算效率明显提升。 在结

构的设计和优化中,需要对结构进行多次分析,采用

改进缩减基法优势明显。

3摇 结摇 语

本文对缩减基法进行了改进,经过分析所求结

构单元组成的简单结构,得出该单元类型设计参数

和线弹性算子的关系式。 将多组设计参数对应的位

移结果组成减基矩阵,采用改进缩减基法求出与设

计参数无关的项。 取新的设计参数时,可以实时得

到与之对应的线弹性算子,并计算出结果。 以一多

层平面框架结构为例,验证了计算结果的精度。 与

之前的缩减基法相比,改进的缩减基法无需预先知

道设计参数与线弹性算子的分离关系,以相同单元

类型的简单结构为对象算出与设计参数无关的矩

阵,为将缩减基法用到复杂结构提供了思路,对缩减

基法的应用有重要的价值。
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