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用随机方法研究地下水溶质传输概况

陈守伦　潘海英

(河海大学水力发电工程系　南京　 210098)

摘要　地下水系统中溶质传输机理是一个十分复杂的问题 ,产生这一现象的根本原因在于水文地质结

构的复杂性。近十年来 ,人们试图通过建立随机数学模型来解决它。本文通过介绍这一领域研究成果 ,阐

述这种模型的建立过程、约束条件和主要变量的概率表达形式 ,讨论其应用范围及存在问题 ,在此基础

上 ,对有关扩散系数的典型成果加以分析。

关键词　随机数学模型　地区尺度　概率分布　扩散系数

　　地下水系统中的溶质传输是一种物理、

化学和生物学等方面的复杂联合作用过程 ,

对这一问题的研究可通过地下水水质数学模

拟来实现。根据推导过程的不同 ,大致可分为

以下几种类型 [1 ]: 理论模型、经验模型、半理

论半经验模型。具体分类如下:

　　

　

地下水

水质模拟

数学模型

经验模型

半理论半经验模型

理论模型
随机模型

确定性模型

物理模拟 (略 )

按传统途径 ,通过均匀介质的溶质传输

常结合实验室试验来确定某些参数 ,这是因

为假设浓度 C满足对流 -弥散方程:

 C
 t

+ V j
 C
 xj

=
 
 x j

(Djl
 C
 xl

) ( 1)

而 C随时间 t的变化可以在实验室中测得 ,

因此可以得到试验条件下的弥散系数 Djl ,然

后假设此方程适用于自然结构中大范围溶质

传输 ,仅将弥散系数 Djl作相应的放大并用于

野外自然结构。在实际操作时常将 Djl分解为

两部分 ,即纵向分量 DL 和横向分量 DT ,且

用 DL= Dd+ UTL和 DT= Dd+ UTT来表示。

野外的一些试验表明 ,溶质作大扩散时 ,

有效分子扩散系数 Dd和实验室测得的值相

比 ,要高出几个数量级 [2 ]。另外 ,弥散度T将

随溶质传输时间延续而增长 ,即它是时变量。

更为重要的是传输方程的解是在渗透速度场

基础上得到的 ,而在非均质含水层中 ,速度场

和水力传导特性有关 ,都是非确定性的变量 ,

所以浓度分布也被视为具有随机性。 在这种

情况下 ,仍以某一确定性模型来描述这种现

象 ,显然不合理。于是人们就提出以随机方法

来研究这种无规则的质点运动 ,目的是通过

建立随机模型表达影响传输的主、次要因素 ,

提供计算溶质浓度空间分布和时间演变统计

特性的数学工具。本文重点介绍的是溶质浓

度 C的统计特性 ,建立起浓度场 C和水力传

导系数 K、介质孔隙度 n之间的统计关系。

1　随机理论数学模型建立过程

1. 1　概　要

假设本文讨论的流动为饱和、非恒定流 ,

溶质为低浓度、不腐蚀的物质 ,含水层为非均

匀多孔介质。目前 ,研究人员将野外多孔介质

非均匀尺度划分成局部型和区域型两种情

·5·



况 [4, 5 ]。 所谓局部型是指水力传导系数 K的

空间变化范围在垂向和水平向均为含水层厚

度数量级 ,其非均匀尺度为米的数量级 ,在此

范围内 K值是相关的 ;区域型尺度是指整个

含水层规模 ,其水平方向展延可达数万米 ,远

远大于厚度量级 ,在垂向 ,流动参数常取平均

值 ,将流动处理为二维问题 ,空间点的特性用

点的导水率来表示 ,可由抽水试验来确定。本

文将讨论局部非均匀尺度。

据文献 [5, 6 ]介绍 ,大量野外试验显示水力

传导系数 K可以用随机变量来表示 ,一般写

成 Y= lnK形式 ,而 Y呈稳定正态型分布 ,在

直角坐标系中协方差 CY (X )可表示为:

CY (x , y , 0) = e
2
Y exp〔- (x

2
/I

2
1+ y

2
/I

2
2 )

1 /2
〕

CY ( 0, 0, z ) = e2
yexp( - |Z|/I3 ) ( 2)

式中　 X ( x , y , z , )是空间二点间的向量 ;e
2
y

是方差 ; I1 ; I2是水平面内相关比尺 ; I3是垂

向相关比尺。

1. 2　泰勒连续运动扩散理论 [7 ]

假设 t= t 0时 ,将浓度为 C0的一团溶质

注入到体积 V 0的多孔介质中去 ,而周围浓度

为 C= 0,溶质将随流体运动并逐渐扩散到含

水层中 ,然后寻求 t> t0时的浓度场。 依据该

理论 ,将溶质颗粒视为具有质量 dM= n0C0da

的无穷小 ,其初始向量 a= X ( t0 ; a , t0 ) ,并沿

轨迹线 x= X ( t ; a, t 0 )运动。由此可以得到浓

度分布 ΔC和颗粒位移关系 ,即:

ΔC (x , t ,a, t0 ) = dMW(x - X ) /n

= c0W(x - X )dan0 /n ( 3)

式中　W为狄拉克分布 ,在体积 V内 ,平均浓

度可表示为

C
-( x, t , t 0 ) =

1
V∫V

C ( X
′
, t )dX

′

=
1
V∫V∫V 0

ΔC (X′, t; a , t0 )dadX′

=
C0

V∫V∫V 0
W〔X′- X ( t; a, t0 )〕dadX′( 4)

若设 f (X, t; t 0 ,a )为位移 X的概率密度函数

( p. d. f ) ,则 f dX是颗粒起始于 X = a ( t=

t0 ) ,至 t时刻位于 dX内的概率 ,由期望值定

义 ,从式 ( 3)中可得到

ΔC = f (X , t; t0 ,a )dM /n ( 5)

可见浓度期望值由颗粒迹线的 P. d. f . 确

定 ,它是 X 和 t的函数 ,位移 X的密度函数

常用多变量正态分布函数来表示 ,即

f (X , t ; t0 ,a) =
1

( 2π )m|X jl|

 exp [-
1
2∑∑ (Xj - 〈Xj〉 )

 (Xl - 〈Xl〉 )X-1
jl ] ( 6)

在稳态条件下 ,协方差 Xjl= 〈X
′
j· X

′
l〉是由时

间滞后 ( t- t0 )决定的 ,若取 t 0= 0则 X jl = X jl

( t )。上式中 m为流场维数 ,|Xjl|为协方差行

列式 ,X′为位移残差 X- |X|。 至此 ,已建立

起浓度期望值〈ΔC〉和位移 X的密度函数之

间的关系 ,而泰勒理论主要讨论 f (X )和流

场的关系 ,所以还必需建立起位移和欧拉速

度场关系。

1. 3　溶质传输和欧拉速度场关系

首先设 V (X , t )为欧拉速度场 ,并有 V=

U+ u (x , t )= V+ u (x , t ) ,其中 U是由 t确定

的随机空间函数 ,而 Xt= X+ Xd ,X 和 Xd分

别由对流和分子扩散的布朗运动产生的位

移。由此可导出

dX t

dt
= U+ u (Xt , t ) +

dXd

dt
( 7)

dX
dt = U+ u (Xt , t ) = U+

dX′
dt

由上式可见 ,协方差 X jl不能从 u的统计矩中

直接求出 ,因此人们试用各种方法来解决此

问题 ,其中较有成效的方法是谱分析 ,即通过

u的傅里叶变换获得溶质质点位移协方差和

欧拉速度场的傅里叶变换关系 [8 ]。为简化 ,现

将结果整理如下:

d2Xjl

dt
2 =

2
( 2π)

m 〈u~ j (K′′0)

u
~*

l (K″, t )e
iK″ X′
〉× exp( iK″ 〈X〉
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- Dd ,p qK″pK″q t ) dK′dK″ ( 8)

( j , l = 1, 2,… ,m; m = 2或 3)

公式 ( 8)是研究传输问题的基本公式 ,在不同

约束条件下可导出不同结果 ,本文仅讨论两

种含水层情况。

1. 3. 1　分层含水层

在水力梯度平行于不同传导系数的各层

含水层中 ,溶质沿流线对流 ,侧向混合是通过

孔隙尺度扩散形成的 ,具有随机特性的 K值

仅是 Z的函数。文献 [9, 10]分别对有限厚度

和无界分层情况进行了分析 ,这些研究均涉

及 Taylo r-Aris约束。若令 L= Ut为质点水

平传输距离 ,对 L /B B /TT情况 ,可以实现

通过孔隙尺度扩散使整个含水层达到完全侧

向混合。在自然结构中由于弥散度TT很小 ,

受约束传输距离 L ( B
2 /TT )很大 ,在这种范

围内要保持连续不变的分层结构几乎不可

能 ,因而传输应该是二维或三维的 ,分层仅是

一种特殊情况 ,文献 [10 ]的研究成果反映了

这种特殊情况。通过式 ( 8)也可以获得这种简

化解 ,即:

d
2
X 11

dt2
= (

2
π
) 1 /2∫

∞

-∞
U
 

11 (K )exp( iKvt

- DTK
2
t ) dK ( 9)

1. 3. 2　二、三维非均匀含水层

当公式 ( 8)应用在二、三维含水层时 ,可

令 X′= 0,从而有:

d2X jl

dt2
=

2
( 2π)m 〈U j (K′, 0)U l

* ( K″, t )〉

 exp [iK″ 〈X〉 - Dd , pqK″p K″q t ]dK′dK″

( 10)

以积分变换〈U j (K′, 0)· U
 *

l (K″, t )〉

= ( 2π)
m /2

U
 

jl (K″, t )W(K
′- K″)代入上式 ,有:

d
2
X jl

dt 2
=

2
( 2π)m /2∫U

 
jl ( K , t )

 exp [iK  〈X〉 - Dd , pqK p Kq t ]dK ( 11)

这是一个适用于非均匀、时间相关流的通用

公式 ,文献 [11 ]中介绍了数值模拟结果和式

( 11)的比较 ,结果收敛于速度谱。当流动稳

定 ,平均速度为常数时 ,式 ( 11)又可简化为

d
2
Xjl

dt2
=

2
( 2π)m /2∫U jl (K ) exp( iK  ut

　 - Dd , pqK p Kq t ) dK

=
2

( 2π)m /2 Ujl (X′) exp [- iK

　  (X′- ut ) - Dd ,pq Kp K qt ]dK dX′

( 12)

2 非均匀结构特性对模型的影响

2. 1　欧拉速度场和非均匀结构关系

在建立了欧拉速度场与浓度关系后 ,要

建立非均匀结构和浓度场关系 ,先要建立欧

拉速度场和非均匀结构关系。为此 ,考虑一多

孔介质 ,区域为K,过界为 E ,其流动方程为

q = - K H;　  q = 0 ( 13)

若定义水头波动为h= H+ J· X ,利用H=
p
r

+ Z和 V= q /n= - K H/n以及 K= lnY等

关系 ,消去式 ( 13)中之 q,则有

 
2
h+  Y   h= J   Y

(X∈ K) ;h= 0; (X∈ E) ( 14)

在均匀介质中 Y= 0,所以流动也是均匀

的。若假设 Y是一稳态随机函数 ,且具有给

定的期望值〈Y〉和两点协方差 CY (X″,X ) ,

方程 ( 14)在两种情况下可以解出结果。

2. 1. 1　分层含水层

设流动发生在 X～ Z平面 ,水平流速 v=

U+ u ,竖向流速 v2= V ,按达西定律 U=

KAJ x /n; v= KH JZ /n; u= K′Jx /n ,此处 KA=

〈K〉为算术平均数 ; K H= 〈K
-1〉-1为调和平均

数 ; K
′= K - 〈K〉 ,速度二阶矩为

〈V〉 = U;〈V 2〉 = V ;

u11 (Z ) = J
2
xCK ( Z ) /n2

= U
2
CK ( Z ) /K

2
A ( 15)

而 u12= u22= 0,CK ( Z )是稳态随机变量K (Z )

的协方差。结合式 ( 15)和式 ( 9)就可以求解分

层含水层溶质传输问题。
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2. 1. 2　二、三维非均匀含水层

在这种条件下 ,需对e
2
Y- 作一阶近似 ,即

可建立起速度场和非均匀结构间关系 ,且不

影响精度。为此对式 ( 14)进行线性化

 2h= J   Y　 (X∈ K) ;

h= 0　 (X∈ E) ( 16)

采用格林函数 G(X″,X )可以表达其解如下

H(X ) = - J  ∫K Y
′(X′)G(X ,X′) dX′

= J  ∫KY′(X′) 5 G(X ,X′)dX′ ( 17)

若对式 ( 13)进行线性化处理 ,可得

〈V〉 = U =
1
n
e
〈Y〉

J ,

u = V - U = 1
n
e
〈Y〉 ( Y′J - 5H) ( 18)

联立式 ( 17) , ( 18)可获得含水层非均匀特性

和流速场的关系 ,

U
 

jl (K ) = UpUq (Wp j -
K j Kp

K
2 )

 (Wql -
K qKl

K
2 )C Y ( K ) ( 19)

2. 2　溶质传输和非均匀结构特性关系

在建立了欧拉速度场和浓度、非均匀结

构关系前提下 ,就能获得浓度场的时、空分

布 ,以及浓度场和含水层统计特性之间的关

系 ,为此分两类情况讨论。

2. 2. 1　分层含水层

设流动平行于含水层 ,即有 J z= 0,对式

( 9)中 t积分 ,则有

dX 11

dt
= (

2
π
)
1 /2 1

DT∫
∞

-∞
u
 
11 (K )

1 - exp( - K
2
DT t )

K
2 dK

dXt , 11

dt =
dX 11

dt + DL

( 20)

当水力传导积分模数 I = ( 1 /e
2
k )∫

∞

0
CK (z ) dz ,

而 Dt t /I
2
 1时 ,则有

dX 11

dt
=

2J2
xe2K t
n
2 = 2

e
2
K

K
2
A

U
2
t ,

D11 =
1
2

dX 11

dt
=
e

2
K

K
2
A

U
2
t ( 21)

这就是著名的泰勒短时约束条件 ,说明扩散

系数随时间线性增加。在长时约束 DTt /I
2 

1条件下 ,式 ( 20)中 K→ 0,则有 Matheron和

de M arsily的近似结果
〔10〕

,即

dX 11

dt
=

4

π
 
e

2
K

K
2
A
U

2 (
I
2
t

DT
)
1 /2

( 22)

此式表明扩散系数随 t线性增大 ,这显然

不是费克型传输。 但是 ,当流动与 x轴倾斜

时 ,即 JZ≠ 0,仍可进行类似分析 ,并获得如

下结论: 在短时约束时 ,结论同前 ,横向流动

不影响传输 ;长时约束时 ,近似解为

dX 11

dt
= 2

e
2
K

K
2
A
 UI

V
( 23)

可见 ,倾斜于层面的流动属费克型传输。

2. 2. 2　二、三维非均匀含水层

二、三维非均匀含水层中溶质传输问题

是目前研究的重点 ,也更接近于自然界真实

情况。 Dagan和 Gelhar& Axness
〔 12〕
都进行

过系统的研究 ,两者都对流场和浓度场作了

一阶近似 ,但其结论不同。前者应用拉格朗日

法 ,采用格林函数形式 ,其结果较适用于各向

同性多孔介质 ;而后者应用欧拉法 ,并假设有

一渐近无限时域 ,采用谱分析计算有效扩散

系数 ,其结论更适合各向异性多孔介质。它们

本质上都基于同一基本公式 ,仅求解途径不

同 ,若联立式 ( 12) , ( 19) ,可得到

d
2
Xjl

dt
2 = 2

( 2π)
m /2UpUq∫(Wp j -

K j K p

K
2 )

 (Wql -
K lK q

K
2 )C y (K )

 exp( iKUt - Dd, pq Kp K qt ) dK ( 24)

假设各种约束条件 ;并对上式积分 ,可得一系

列结果 ,现忽略推导过程 ,将积分结果列在附

表之中。
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附表　两种模型 ( Dagan和 Gelha r& Axness)成果对比表

模　型 三　维 二　维

Dagan

短时约束

tU /I 1

X t , 11→
8
15
e2Y-U2t

2
+ 2DLt

X t , 22→
1
15
e2Y-U

2t
2
+ 2DT t

X 11→
3
8
e2Y-U2t

2

X 22→
1
8
e2Y-U

2t 2

长时约束

tU /I 1

Xt , 11→ 2e2Y-UIt+ 2DL t

Xt , 22→
2
3
e2Y- I2+ 2DT t

X 11→ 2e2Y-UIt [1-
3
2

ln( tU /I )
( tU /I )

+ … ]

X 22→e
2
Y- I

2 [ ln ( tU / I )+ … ]

Gelhar

& Axn ess
t→∞

D11=
1
2
dX 11 /dt= e2

Y
- IU

D22= D33=
1
15
e2Y-TL ( 1+ 4

TT

TL
)U

D11= e2Y- IU

D22= D33=
1
8
e2Y-TL ( 1+ 3TT /TL )U

3　结 束 语

在非均匀结构中 ,水力传导特性空间分

布呈现不稳定性 ,溶质在传输过程中的浓度

分布无法直接用扩散方程来描述 ,因而人们

转向以随机方式来描述它。 大量野外试验成

果表明 ,浓度期望值是由纵向和横向扩散所

决定的 ,当传输距离相当长时 ( L 达到 50IY-

以上的量级 ) ,扩散系数才趋近于某一常数

值 ,这是一个重要的结论。本文介绍的随机数

学模型基本思路是先建立非均匀结构和欧拉

速度场的关系 ,再建立溶质传输和欧拉速度

场关系 ,最后推导出非均匀结构和溶质传输

关系 ,这也就是溶质在非均匀介质中传输的

随机数学模型。在这种模型中 ,浓度场的时空

分布是以一种特殊的方式来表达的 ,即用浓

度场的期望值〈C〉和渗透系数 K或导水系数

空间统计矩的关系来描述浓度场。
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