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^ 摘要 本文综述 r丹形几何在研究岩石断裂分布、岩石断裂面的粗糙度、岩石徽破裂过程和地震 t以及 

岩石碎屑等方面的成果。分形几何很好地描述丁岩石力学中的不规则性和不确定性，井 已得到广泛的应 

用。分数维具有实实在在的物理意义，是一个真实的物理量 ，文中对分数维的物理意义进行 了讨论。 
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岩石力学是固体力学的一个分支。岩石 

材料的力学行为具有不确定性和不规则性 ， 

不同层次(不同尺寸)的岩石材料，其力学行 

为具有相似性。面对岩石力学的这种不规则 

性 ，经典的数学力学模型显得无能为力 “由 

于岩石和土的复杂性，需要发展一些全新的 

思想 和 方 法。⋯⋯ “ 分 形 几 何 (fractal 

geometry)。 自 1983年形成 以来，已被广泛 

应用于岩石力学中，如岩石断裂，岩石碎屑、 

岩石节理面的粗糙度、地震预测、地质构造及 

岩爆等 分形几何在岩石力学研究中开创了 

一 个新的生长点⋯⋯”口]。 

1 分形几何的概念 

分形 (fraeta1)一词最先是由法国数学家 

Mandelbrot 弓 入的，源 予拉丁语的形容词 

fraclus(破碎)，Mandelbrot将其解释为不规 

刚(irregular)或破碎的意思。Mandelbrot最 

初定义分形为 Hausdorff维数严格大于其拓 

朴维数的集合，后来他发现这个定义不太严 

格，只包括了那些具有 自相似性的分形，而绝 

大多数复杂的分形都被排斥在外。分形几何 

现 已被广泛用于研究自界中常见的、不稳定 

的、不规则的现象 ，即研究自然界中没有特征 

长度 。而具有 自相似性的形状和现象，如海岸 

线、山的起伏、河网水系、地震 、湍流、凝集体、 

相变、动物血管系统，肺膜结构、气候的变化， 

以及股市的变动、人口的分布 、足球运动员的 

跑动路线等等 。毫不夸张地说，分形几何遍布 

整个 自然界．太到宇宙星云分布、小到准晶态 

的晶体结构。 

分形几何 中，最 主要的概 念是分 数维 

(fractal dimension)。早在 1919年，Hausdoff 

提出了分数维数(fractional dimension)的概 

念 ，Mandelbrot 将分数维数推广应用到分 

形几何中，分数维可以是分数、也 可以是整 

数。确定分数维 比较实用的方法有五种“ ：① 

改变粗视化程度(尺寸)求分数维；②根据测 

度关系求分数维；③根据相美函数求分数维 ； 

④根据分布函数求分数维；⑤根据光谱求分 

数维 。 

分形几何主要是研究一些具有自相似性 

(self similar)的不规则曲线，具有 自平演化 

(self—inverse)的不规则曲线，具有 自平方性 

(self—squaring)的分 形变 换和 具有 自仿 射 

(self—affine)分形集 而所谓的线性分形即具 
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有 自相似性的分形是分形几何的主要 内容 ， 

线性分形的维散变化是连续的。简单地说 ，自 

相似就是局部是整体按 比例缩小的性质，也 

称尺规不变性或尺度无关性(scaleinva— 

riant)口]，即在不同放大倍数的放大镜下观察 

对 象，其“影象”都是一样的，与放大倍数无 

关 。例如，弯弯曲曲的海岸线，在统计意义上 

是相似的，Mandelbrot 测出英 国海岸线的 

分数维 D一1．2左右。再如，自由粒子无规则 

运动的布朗曲线，在统计意义上也是 自相似 

的，其分数维D一2．0。在数学上，有许多著名 

的奇异图形都是分形，如 Cantor曲线、Koch 

曲线、Sierpinski填料和 Menger海绵(图 1)。 

l／a 2／3 I 

【丑) 

△ 0 
▲ A△ △ 

(c) 

图 1 常见的几种 自相似分形 

(a)Caator集 (灰 尘)，D=Log2／Lag3=0．6309 

(b)Koch雪 花 ，D=log4／Log3 1 261 8I 

(~)Sierpinski地毽 、D—IDg3／1og2—1．585 I 

(d)Menger海绵 ．D=logZ0／log3=2 726 8 
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2 岩石断裂的分形 

2．1 岩石的分形破裂 

Louis等 用计算机模拟了不同边界条 

件下，各种物理性质的材料破裂的 自相似特 

性，其自相似分维D=1．6左右 。 

谢 和平 提出岩石微破裂 的分形模型 

(图 2)。图 2(a)中，Ⅳ一2，r一1／1．732，分数 

维 D=log2／log1．732—1．26；图 2(b)中，D 

— log4／log3= 1．26；图 2(c)中，D— log3／ 

log2．236— 1．37；图 2(d)中，D — logS／ 

log3．605= 1．26。 

图 2 微破裂的分型模型州 

(a)，(b)沿晶破裂；(c)穿晶破裂 } 

(d)沿晶、穿品偶台破裂 

T．Hirata等 用 Oshima花岗岩的三轴 

试验(围压 40MPa)中的声发射特征，研究了 

微破裂的分形过程 ，并推广到地震事件，认为 

在主大震发生前 ，破裂的分维数减小。对于声 

发射(户l，户 “， )，相关积分 c(rj为 
o  

( )一 丽  (R< r) (1) 

这 里，Ⅳ 是 r>R的声 发射对(户．，户 )的数 

目，R可以表示时间，也可以表示距离 。相应 

地有 ： 

C(rj∞ r_力 (2) 

D即为声发射对应的微破裂的分数维。谢和 

平 利用上述相关积分 ，研究了美国 Galena 
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矿中岩爆 的分形特征，发现微地震事件具 有 

集聚(cIuster)分形结构 。当接近一个主岩爆 

时，微地震事件的集聚程度明显增加 ，并相应 

地出现分数维减小的现象。最小的分形维数 

出现在主岩爆时。可见微破裂是一个分形过 

程 。 

2．2 岩石破裂面的分形特征 

谢和平 在光学显徽镜下观察了岩石断 

裂面；发现断裂面是像云彩一样的岩石岛。在 

不同放大倍数下测得的一系列周边长度和断 

面面积，在双对数坐标中是一条直线(图 3) 

呻 (面积) 

3 岩石断裂面的分数维_1_ 

由直线斜率得到分数维 D为 

D 一 2△log(周长)／Alog(面积) (3) 

分数维 D是断面不规则程 度的量度，D越 

大，偏离标准图形越远，不规则程度越大 。 

谢和平[ 认为节理剖面粗糙度具有有限 

生长的分形结构．根据节理面凸起体的平均 

基底长度 L‘和平均高度  ̂两参数，可直接 

得到节理剖面的分数维 D 

D ： (4) 

分数维 D与节理粗糙度具有密切关系。 

Aviles等[ j和 Okubo等[“j用 类 似 于 

Mandelbrot 测量英国海岸线分数维的方 

法，分析 了San Andress断层的分数维，这样 

测得的分数维反映了断层的粗糙度。 

2．3 岩石断裂的分形分布 

Bortonm 最早用分形几何来研 究岩 石 

断裂的分布，得到断裂分布的分数维 D介于 

1 O～2．0之间。谢和平[13 3通过现场和实验观 

察 ，发现断裂区的雁型裂纹(Riedel剪裂纹 ) 

具有分形结构 ，并用有限生成步的 Cantor集 

模拟丁雁型裂纹(图 4)，给 出雁型裂纹 的分 

数维 D 

D = logN／log(2L／S) (5) 

式中 Ⅳ 为雁型裂纹的数目；L为雁型裂纹 

的总长度；s为雁型裂纹之间的间距，可由第 

n生成步构造得到，图 4中S为 

S= 2(L／4 ) (6) 

曼 I 
鲁 ；jI 一  ；jI 

图 4 雁型裂纹系统的分形模型 

Michele等[” 用卫星图像，地形 图上水 

系分布和航 片及地面照片，分析了非洲地区 

宏观断裂和 中观断裂的分形分布，发现在三 

种不同尺寸下，同一地区断裂分布 的分形特 

征 相 同 ；而 不 同 地 区 (Assaba—Tagant和 

Central Africa地区)，断裂分布的分形特征 

不一样，因此，分形特征反映丁各地区的地质 

构造演化特征和岩石力学特征。 

确定断裂分布的分 数维的方法分 为两 

类：一类为处理一维断裂数据的方法，主要有 

分布密度法(spacing population method)、间 

计法(interval counting method)和断裂数间 

计 法 (the fracture number interal counting 

method)三种；另一类为处理二维断裂数据 

的 方 法，主 要 有 盒 计 法 (box—counting 

method)和 断 裂 数 盒 计 法 (the fracture 

number box—counting techinque)两种。下面 

简略介绍这两类方法。 

分布密度法是由Harris等[ 提出的，把 

相邻破裂 闻的距离 s和破裂累积数 N (N 

是间距≥s的破裂总数)投到双对数坐标中． 

直线斜率即为破裂分布的分数维。这种分维 

D 度量丁断裂分形集聚程度，即低的分数维 
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代表了大间隔和强集聚的分形分布 同计法 

和断裂数间计法与盒计法和断裂数盒计法是 

一 样的 盒计法是用边长为 d的盒子 (广义 

盒子)覆盖在断裂分布图上，数出包含断裂的 

盒子总数 Ⅳ ，则有： 

N 。：d一 (7) 

D 即为断裂分布的盒维数 。La PointeD s]改 

进了盒计法 ，数出每个盒子 中的断裂数，求出 

所有盒子中的断裂总数 Ⅳ ，则有： 

∞ d (8) 

D 即为断裂分布的盒维数 

上述 五种方法求 出的断裂分 布的分数 

维，反映了断裂分布的不同信 息。从各自的角 

度反映了断裂分布的分形特征，因此其分数 

维的值也不一样 ，且有一定范围和相互转化 

关系 (表 1)。 

表 l 各种方法的分数维值的范围 

3 岩石碎屑的分形 

大量的研究表明，岩石破碎、风化、爆炸 

产 生 的碎 屑分 布具有 指数关 系(Ⅳ (r)CC 

r|D)，并且岩石碎屑具 有尺度 无关性 。 

具有这种性质的碎屑还有火山灰、陨石、小行 

星、星际粒子以及各种士粒，见表 2口 。 

黄遏等 ”借助于有规分彤 ，构造了有限 

自相似尺度分布集合，从而导出了真实颗粒 

体 系 的 分 形 粒 度 分 布 (fractal size 

distribution--FSD)模型，得到用粒数密度表 

示的 FSD严格定量关系，即 
· 18 · 

表 2 各种碎屑的分形维数 

碎 屠类型 分形维敛 

灰尘和浮石 

小行星 

m (雨) 

珠 碛 

砂和砾石 

砂 质粘土 

玄武岩碎屑 

小行星(理论分析) 

星际 粒子 

堞爆碎屑 

棱爆碎屑 

水行星 (理论 上 ) 

岩石化学风化碎屑 

花岗岩碎屑 

片麻 岩碎屑 

石英的J 工压碎碎屑 

陨 石 

古铜辉长岩碎屑 

古铅挥{圭岩碎屑 

3．54 

3．05 

3．00 

2．88 

2 82 

2．61 

2．56 

2．5l 

2．50 

2．50 

2．50 

2．48 

2．42 

2 22 

2．I 3 

1．89 

1．86 

1．71 

1．44 

N (> L)∞ L (O< L< + 。。) (9) 

式中 L为颗粒粒径；N 为颗粒累积数 并 

从动力学 的角度给出了颗粒分形过 程的判 

据 粒子变化速率为 

L dL／dt= 0) (1o) 

6=0时，式(10)变为 

d(InL)／出 = g0) (11) 

因此，只有 6=0，颗粒体系才具有分形分布． 

1nN~lnL才能保持直线 

Samiss ”在分析断层泥的碎屑分布时， 

发现断层泥中的碎屑具有分形分布特征，其 

分维数 D介于 2．0～3．0之间，并建立 了断 

层泥中碎屑分布的分形模型(图 5)，根据这 

个分形模型 ，碎屑分布的分数维 D=log6／ 

log2= 2．58 

BrowE3]等根据碎屑的泊松分布给出碎 

屑质量分布的公式 

N (m)一 Cm (12) 

这里 C是常数，注意到 。：，j，则得到碎屑质 

量分布的分数维 ]： 
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D I  3b (13) 

由碎屑粒径分布 

(r)／ I 1～ exp[～ ( ) ] (14) 

这里 肘(r)是碎屑直径小于 r的质量 ，肘 是 

碎屑的总质量 ， 是碎屑的平均粒径，若 r《 

，则式 (14)变为 

f r l 

Ⅳ(r)／ ：i÷j (15) 
l 

注意到① d肘。：r一 dr．③Nccr～，即 dN。c 

r dr，③d 。：r～dM，则得到 D 

D 一 3一 n (16) 

若 ，(m)一Am一 (17) 

这里 f(m)dm是质量介于 m～(m+dm)之 

间的碎屑质量，得到碎屑分布的分数维 DⅢ 

D 一 3(S — 1) (18) 

Turcotte“ 用重正化群方法的基本假设 

是假定各种层次碎屑破碎成 8个次一级碎屑 

的机率 P 是一致 的，这样 可得到第 m次层 

次的碎屑总数(图 6) 

N 一 (1一 P )[1+ 8p + (SP ) 

十 ⋯ + (8p ) ] 

I~ +1：(1一 )L1+ 8p + (8P ) 

一 ⋯ + (8p ) + (8p )一 ](19) 

则有 Ⅳ ／Ⅳ 一2。．即 

D ： in(8p )／ln2 (20) 

进一步考虑将碎屑分为易碎的碎屑(即碎屑 

中布满了微破裂)和完整的碎屑(即碎屑中没 

有微破裂)两种 这时 ，第 n层次的碎屑是易 

碎的碎屑的机率 户一t依赖于 P “ 。这样，分 

圈 6 厢重正化群建立的碎屑分形模型 

Zhao等[ 在 Tureotte基础上 ，考虑 了 

①碎屑形状对分形影响，②随着测量轴线的 

变化 ，D也变化 ，③分数维随着破裂型式变化 

而变化 ，建立了新的碎屑分布模型 假设碎屑 

每次破碎的基数为B，则 

B 一 Ⅳ + A (21) 

式中 E为欧拉维数 ；M 为能破裂成下一级 

碎屑的数 目；A为保持不破碎的碎屑数目。这 

样 

D — IogN，／|ogB (22) 

根据这个模型，可以得到碎屑分布的分数维 

D 为 

D —logⅣ，／logB 

一 一 (粒径 一 频度积对数直线的斜率) 

= 一 2(面积 一 频度积对数直线的斜率) 

=一 3(体积 一 频度双对数直线的斜率) 

(23) 

4 岩石力学 中分数维的物理意 

义及其应用 

根据 以往的研究，发现分数维是一个实 

实在在的物理量，具有实在的物理意义，并梭 

应用于岩石力学中 

a．Turcotte 发现 ，断层滑动速率与分 

数维具有下列关系： 

l／ ： 1 

／ ： [1— 2 

(24) 

这里， 是断层滑动的总速率， 和 分别 
· 19 · 
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是第 1级和第 级次断层的滑动速率。 

b．地震震级 m，地震次数 ．Ⅳ和地震矩 肘 

有关系式 ：①logN—d—bm；②logM一 + 

d，其中 d，6，c，d是常数 ，且 0．5<6<1．5，地 

震分布的分数维 D与 b成正 比 

D ： 3b／c (25) 

谢和平 得到关系式为 

D 一 3b (c一 1) 

c．谢和平等【。：发现节理粗糙度(JRC)与 

分数维 D密切相关 

JRC 一 85．267 1(D 一 1)。 。 (26) 

d．谢和平等0 发现岩爆中岩体破裂的分 

数维与释放的能量 ￡呈指数相关 

D — C e~p(一 G￡) (27) 

e．谢和平【 把分数维与裂纹扩展力 G 

和扩展速率联系在一起 。裂纹的临界扩展力 

G 为 

Gc 一 27,(1／r)。 (28) 

为单位宏观量度的面积的表面能。扩展速 

率 为 

—  · f (29) 

式中 。为宏观意义下裂纹的扩展速率； 

为晶粒尺寸 

5 讨 论 

分形几 何是一门新学科，它处理“奇异” 

曲线和图形是很有效的 因此它被用来研究 

岩石的破裂和岩石碎屑的特征 然而，经典数 

学中处理光滑曲线和图形的理论，如微分理 

论就不可能应 用到分形几何中，这就限制了 

分形几何的理论发展，也就是说影响了分形 

几何的研究深度 象岩石破裂和碎屑这种没 

有特征长度 的“奇异 现象，光用统计方法计 

算出它的分数维，而不把分数维与熟知的物 

理量联系起来，分数维就没有实际意义，在实 

践中无法应用。因此 ，应深入探讨分数维的物 

理意义，象在欧氏几何中讨论光滑图形一样， 

在分形几何中研究“奇异”现象 
·20 · 

分形几何实际 是研究“奇异”现象的尺 

规不变性 。尺度无关区是以尺寸 r把研究对 

象分成 N 个相似的部分 ，logr~logN 成直线 

的区间。在尺度无关区内，各层次(尺寸)间存 

在着一种固定不变的变化规律，这种变化规 

律可以用分数维来描述。在尺度无关区以外 ， 

分形几何无法描述，因此分数维与整数维一 

样有其局限性 

因此，对于分数维 的意义及应 用还有待 

进一步探讨。 

本文得到殷宗泽教授的指导和帮助，谨此致谢 。 
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