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摘要 本文综述 了土粒表面、土粒分布、土孔腺的表面和分布的 分形特征．以及土的分形澉结构在 

t力学和土壤学中的应用 

关■调 分形 几何 土力学 徽结构 土壤学 

土是 人类赖 以生存的基础。土的工程 

性质和土壤肥性与土的物质组成、微观结构 

密切相关。广义而言。土的徽结构包括三个 

方面的含义：①土中固、液、气等基本结构要 

素的大小、形态和相互关系；② 各要 素的定 

量特征；@固、液、气之间的相互作用和联结 

特征 lj 土颗粒的太小、形态是土的徽结构 

的主要内容。土粒的相互关系决定了土中 

的液气特征 j。土颗粒 和由其联结形成的 

孔隙是不规则的．没有特 征长度．因此 传统 

理论 显得 无能为力。分形几何(fractat ge． 

ometry)形成以来，已被广泛应用于各门学 

科中、并成功地描述丁土颗粒的形态、分布 

及孔隙的形态和分布。分形几何为研究土 

的微结构提供了新思路。 

1 土粒的分形特征 

I．1 土粒的分形分布 

经典 颗 粒 分 析 中，Gaudin-Schuhmarm 

分布和 Rosin．Rammter分布都是分形分布。 

Moyum Ochiai等” 从能量角度进行理论推 

导．埕现固体颗粒的形成过程是分形的。假 

定在时弃 ￡颗粒的分布函数为P(r，t)，即 

粒径小于或等于 r的颗粒的质量百分敬．又 

秫之为质量累积百分数。颗粒的形成过程 

是大颗粒破碎的过程．可以认为这个过程是 

连续的．即分布函数 P(r．t)是连续函数。 

在时间 dr内，粒径介于 r～r+dr的颗粒 

质量为 (O／o~t)PP(r，￡)／o r]·dr·d￡。在 

颗粒破碎过程中．粒径介于 r～r+dr的颗 

粒破碎 成 更细 的颗粒，其 质量 为 s(r，· 

dtlap(r，t)／a r]-dr，式中 s(r)是颗粒 

的破碎速率；同时．粒径大于 r的颗粒破碎 

为粒径为 r的颗粒．其质量为(假定破碎率 

不变) 

f ( ) 塑皇 ． ．drd日 J
，  

dⅡ r 

(Ⅱ > r) 

式中 B(r．n)是由粒径为 n的颗粒破碎 

成粒径为r的颗粒的分布函数 由质量守 

恒定律可得 

( )-塑  ·drdr 

：一s(小 ．drd￡+f Is(n) r J 

- ． 型  drdnd
O- 

r (1) 
Ⅱ 口 r 

研究表 明，S(r】= ·一，B(n．r)= 

(r／4) 。为了简单起见。令 P(rn ．t)=1、 

刚 

P(r，t)= 1一exla(一 一t) (2) 

令 ／：t： r,i 。rr相当于度量尺寸，可以假 

设 rr=1．所以当 r《rr时有 
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P(r．f)： r (3) 

由分形关系式 N(r)～r ，可以得到颗粒 

分布的分维 D 为 

D = 3  ̂ (4) 

实际资料统计表明，土粒分布具有典型 

的分形分布，其分维介于 2 0～3．0之问。 

刘玉橙等l4 统计了黄土、膨胀±和红土的颗 

料分析资料，发现三类土的分维介于 2．0～ 

3．O之间。并且 D红上>D 土>DR~．由此 

认为黄土处于土演化的低级阶段．红土的演 

化程度较高。胡国瑞等 测量了黄土的粒 

径 、颗粒方向、颗粒扁圆度、比表面识、孔隙 

等结构要素的信息维数．统计结果表明黄土 

的信息分形是多重分形或多标度分形(multi 

fra ta1)(见图 1) 在常规三轴试验中，黄土 

的信息维敬与压力 P密切相关 

2． O 一 1 50 —0．50 n 50 

l 曲 『 结栅 索n0#- 计形 

— — 疗似 ⋯ 粕唧度 比 在而 

90 

g0 

0 

50 
■  

如 50 

挚 40 

。『辩性 土＼ 土 
。 ＼ 砷质 肥 

D．=0．0007×inP+0 374 (5a) 

D，= 0 0081×inP+0．362 (5b) 

D =0 0237×InP+0．332 (5c) 

D =0 0563×inP+0．447 (5d) 

D =0．0084×inP +0 359 (5e) 

式中 Dl，D2，D3，D4，D5分别表示黄土的 

粒径、方向、扁圆度、比表面积和孔隙的信息 

维鼓，P是压力。 

Tyler等 讨论了土粒分形分布的尺度 

范围．并在结构三角囤上表示了分形分布的 

范围(见图 2) 土粒 分布的分维一般 介于 

2．0～3 0之间．随着粘粒 含量的增加，土粒 

分布的分维增加(见图3)。 

J纠3 土靛分 肿分维 鼽托等量的芰系 

自然界中的土并非部是单粒状，而是多 

个颗粒粘结丽成。Young和 Crawford分析 

了自然土团块分 形分布的特 征，其分维 为 

2 75～2．93 
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1．2 土粒的分形表面 

土粒表面是粗糙不平的，不是想象的球 

状。Avl1ir等 J发现土粒的表面积与土粒的 

平均半径呈非线性相关，土粒表面具有分形 

特征。(二ohen＆ Knight10】将 7个土样分成 

l2个晶粒尺寸范围，用碱性孔雀绿的吸附 

量测量每个区间的粒子表面积，发现在整个 

粒子尺寸范围，样本分为两组：①精细粒子； 

②粗糙粒子。丙组粒子都具有很好的分形 

特征。谢和平研究了不 同磨碎机理下精细 

粒子的分形特征，并发现粒子尺寸分布的分 

维 D和粒子表面的分维 D 都与磨碎机理 

及样本材料性质相关 

2 土的分形孔隙 

2 1 士孔隙的分形表面 

土的孔隙可分为 5种类型 ：①土粒间 

孔隙；②土粒组间的孔隙；③土粒 集合体间 

的孔隙：④土粒 集合体 内的孔隙；⑤ 土粒集 

合体通道(见图 4)。由于土粒表面是分形 

警 

的，毫无疑问，土的孔隙表面也是分形的。 

土孔隙表面的分维等 于土体 表面的分 

维。一旦土体破坏，土集合体表面的分维就 

发生变化，因此土孔隙表面的分维很 难测 

定。Katz＆ Thompson 用扫描电镜 图像 

和光学显微镜分析了砂岩孔隙表面的分形 

特征，孔隙表面的特征体数 Ⅳ(r)／cm与特 

征体长度 在双对数坐标中的直线斜率为 

2一D(见囝 5)，分 维 D 介 于 2．0～3．0 

Krohn＆ Thompson 将这个方法发 展为 

自动 化 技 术，提 高 了 精 确 度。Bale＆ 

Schmidt_】-_用小角度散射 法分 析了砂 岩孔 

隙表面的分形特征。王域辉等 】给出了一 

条典型的多孔材料的完整的散射曲线(见图 

6)，，(q)～ 在双对数坐标中可分为 4个 

区，只有 Porod区出现了一段线，Pored区可 

以用来研究比平均 孔隙尺寸小但 比晶格原 

子结构大的材料结构。对于非分形村料 

(q)。c q (q是动量转移) (6) 

对于 自相 似面分形 

罔 4 { 札卧fJ|j 

Io吐  
5 岩扎熟 是面 舒形} 祉 togq 

鹊 6 多孔材料们散射 心 
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，(q)∞ (7a) 

对于 自仿射面分形 

，(q)。cAq +Bq一 (7b) 

对于体分形 

j(q) q ’ (7c) 

A．Neimaxk“ 提供 了一个测量孔隙分 

形表面分维的方法，这个方法的理论根据是 

S(d)。c a (8) 

式中 s(n)是用尺子 口测量的孔隙表面 

积 是孔隙 表面 的 分维。用 非湿 液 体 

(nonwetting fluids)，如水银 渗透到孔隙内， 

由此 确 定 孔 隙 的 表 面 积 S (inscribed 

equicurvature surfaces)和平均粒径 ar(mean 

radius of curvature)。 

d，=2a／Ap (9) 

式中 是接触面的表面张力；Ap是接触 

面两侧的压力差。表面能的增量等于水银 压 

进孔隙所做的功 

ads= △pdV (1Oa) 

r △ ) 

S = 1 Apdv／ (10b)- 
0 

式中 dV是渗进孔隙内的非湿液体的体 

积改变量 S ～a 的双数直线的斜率为 2一 

dj 。Pachepsky~⋯’用水银测量丁土孔隙表 

呈 

呈 

· 28 

＼ |。 

、  
每 

-  

。 
I 

l＼ 。‘ 

面的分维，发现土孔隙是多重分形，郎在 4 

nm ～5 p．m范国内有几个不同的分维(见图 

7)．随着土粒变细，孔隙表面的分维增大。 

2．2 4-孔照通道的分维 

Ar ＆ Paris【t5]在分析水土特征曲线 

时提出了土孔隙的分形模型。模型中的参数 

a即为孔隙通道的分维D．，孔隙通道的分维 

可以由土粒分布的分维 D得到 

Dl= D 一2 (11) 

设第 级土粒的平均粒径为R ，则这一级土 

粒的体积为 v ， 

=" 4xR~／3=H ／ (12) 

式中 是第i级土粒的总数： 是土粒的 

密度；Ⅵ 是 i级土粒的质量。 

，= r弘 = (" ／ ) (13) 

式中 为孔隙体积；r，为孔隙的平均半 

径；h 为孔隙的高度；e为孔隙率 则 

r ／R =4n,e／(3h ) (14) 

如果孔隙是光滑的 圆柱体．则 h．= 

2R ，事实上，孔隙是扭糙 弯曲的，设土粒 

分布的分维为 D，则 

h = ·2R， (15) 

可以求出孔隙半径 _为 

■--$ 

、 

’  

。  

． 

幽 7 上扎黜 的多厦 分形 

” 

_o l。 n。 
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r =R [4e， ／6]1／2 (16a) 3． 

由土粒的丹形分布 R =常数，则 

ni= Cr -2D／( 0～ (16b) 

式中 c是常数，则孔隙分布的分维 D 为 4． 

D =2D／(D 一D 一2) (17) 
5 

3 土的分形微结构的应用 

a．土力学中水土特征曲线是含水量与 6 

吸力 的关系曲线，可以根据孔隙的分形特 

征来确定水土特征曲线。土的吸力 S 为 

S，： (～2
3 

)【， (18) 一 、 “ ⋯  

式中 是 比表面能：口是气液的接触 角： 

P ．是水的密度。与此吸力对应的含水量为 。 

+ (19) 

式中 以是饱和含水量； ，n． ，m是参数。 fo 

b．根据 孔 隙分 布的 上、下 界限 ( 。， 

￡2) ，可以确定土的孔隙率 中 

= A(，2／，【) (20) 11 

c、土的导水率与土 的结构密切相关， 

土的饱和和非饱和导水率部与测量长度 L 

星指数相关【 。 
． 

K 。= M。L2-#L／R0 (21) “ 

式中 K 是饱和导水率 ：R0是水流过土 

粒时的阻力：M 是土聚集的分形步长：L是 13 

晶格尺寸。 

K = K (L／L ) (22) 
． ． 

式中 K 是非饱和导水率；K 是充满空气 

的孔隙的导水率； 。， 2是参数；L 是最大 

的孔隙的孔径 

15 
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