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板壳有限单元法的变分原理与单元类别综述 

! 邵国建 卓家寿 
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(河海 大学 土木 工程 学院 南京 210098) 

{摘要 基于不同种类的泛函 式，对目前有限元法分析板、壳问题时所采用的各种单元进行归类， 

介绍 非 协调元 、协调元 、混台 元 、杂交元 、广义 协调 元及 拟协 调元 等在 实施 过 程 中的处 理 方 法 ，井 分 

析 各种 单元 的适 用场台 及 优缺 点。 
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有限元法中首要问题是场变量选取及其 

插值函数的构成，对于要求 c0连续性的插值 

函散 的构成 比较 简单 ，而 以板 、壳弯曲为代表 

结构分析时要求场变量具有 c 连续性的插 

值函数的构成，除了一维问题 (如果 梁弯曲、 

轴对 称壳 )中易于实施外 ，比 C 连续 问题 中 

要复杂得多 ，这 导致 用有 限元 法分析板 、壳问 

题 时遇到麻烦 ，这 也是人 们长期从 事这方 面 

研究 的原 因。板 壳单 元按构造 单元种 类来分 

有非协调元⋯、协调元 J、位移和转动分别插 

值 的板单 元 、离 散 Kirehhoff单 元【 、混 合 

元【jJ、杂 交 元 J、广 义 协 调 元 及 拟 协调 

元_日J。事实 上 ，构造上述各种单元基于不 同类 

型泛 函 下面 以薄板结构为主要分 析对 象 ，就 

构造不同种类单元所采用的各种泛函进行分 

析，其理论也可推广应用于一般板壳结构。 

1 薄板非协调元及协调元 

势能泛函表示 为 

= 』『 ( 1 一 ) y一 
丽 ㈤  

式中 ：L∞为广义应变；D为弹性矩阵； 

q为横 向分 布载荷 ； 为挠度 。 

边界条件 ： 

① 

② 1 = ，M l 

=  (OIl 1) 

= M (OIl 2) 

③ f )f．： (0n 
基 于式 (1)泛函以 作 为场 变量构 造单 

元，每个单元结点有挠度(1个)、转动(2个) 

共 3个参数 ，根据 单元 结点 数及 结 点参数 选 

取，可建立适用于规则边界的薄板四结点非 

协调矩形元 ，见图 1。适用 于任 意边界 的三结 

点非 协调 三角形单 元 ，见 图 2。需指 出采用 三 

0— ～ ．| 

图 2 三结 点三 角形 板单 元 
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角形板 单元时 宜用 面积坐 标。这类 单元 可保 

证单元边界面 和 a ／a s协调 ，而无法保证 

a n协调 ，但 计 算 结 果 表 明效 果 良好⋯ 。 

这是 因为利用最小 势能 原理 求得 的近似解 一 

般使 结构 呈现过 于刚硬 ，而非 协调 元虽未 精 

确满 足最 小势能 原理 的要求 ，但 在单元交 界 

面上有较多 的 自由度 ，使结构 趋于 柔软 ，正好 

部分 地 抵 消 了 上述 过 于 刚 硬 带 来 的误 差 。 

Irons[9_提出了分片检验方法，为非协调元收 

敛性提 供了一个 简便实 用 的检 验标准 。事实 

上 ，分 片检验是 对非协 调元 的收敛性进 行事 

后评估的方法，文献[10]对此有进一步 的讨 

论 但需 指 出非 协调元 的收 敛性 是 以分 片检 

验为条件的，其收敛并非单调，不能对解的上 

界或 下界作出估计 ，因而在早期 ，对板 的协调 

元相 当重 视。在经典薄板理论 的范 围内，使 板 

单元 满足协调性要求的方 法有两种 ： 

a．增加结点参数 ，即结点参数 还包含 

的二次导数 。例 如采 用 21个 自由度和 l8个 自 

由度的三角形板单元(见图 3)，每个结点包 

含有6个参数，即： ，( ) ，( )f，(券)．， 
( ) ，( ) ， = l，2，3。另外每个边界 

的中结点有一个参数 ，即( ) ， ：4，5，6。 

位 移函数采 用 和y的完全 5次多项 式 ，其 中 

包括 21个待定系数 ，极易验证 这种 单元是完 

全满 足协 调要求 的。为了克服 由于边界 中结 

点 的出现导致增 加 方程组 的带宽 ，又 出现 了 

l8个 自由度 的板 单元 ，它 的位移 函数仍 是 5 

次多项式，角结点仍各有 6个结点参数，但各 

^， 
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。 ，舞， ，舅， ay2，袅 
囤 3 21个自由度三角形板单元 

个边界中结点的 a ／an值不再作 为独立 的 

参数，而是作为限制各个边界上a ／an的三 

次变化 的附加 条件 。多结 点参 数 的四边形 单 

元使用较少 ，尽管矩形单元可采用 Hermite多 

项式作为位移函数 ，但这种单元难以适应一 

般几何 形状 的结构 ，而一般 四边形板 单 元除 

取三角形组 合 的方 法外 ，直接建立 单 元的位 

移函数 比较复杂 。 

b．保证每个结点有 3个参数 的前提下 

采 取 其 它 一 些 措 施 。 如 附 加 校 正 函 数 

法[1ll 】、再分 割法m·等 。对图 2中三结点 三 

角形单元 之所 以是 非 协调元 ，是 由于 在每边 

上法 向导数 a 朋 n是 二次 变化 ，只 由两结 点 

的 a ／a 值不足 以唯一地决定它 。校正 函数 

法的基本思想是设 法找到分 别和各个边联系 

的校正函数 。例如在图 2中和 2—3边联 系的 

校正 函数 23，具有如下性质 ：① 在全部边 界 

上 23=0；② 在边界 l一．2和 l一3上法向导 

数 趋／an=0；③ 在边界2—3上a 2 ／an≠ 

0，按二次变化，并在边界中点取单位值。类似 

可以有校正函数 和 I2'则 可按一 定 比例 

将它们叠加到原来非协调位移函数中，有： 

= 030+ 】 23+ + l2 (2) 

式中 0为非协调位移函数；H， ， 是待 

定常数，可 以通过调 整它 们 的大 小，使得 

a ／an在各个边界中点数值等于 各个边界 

两端点a ／an值的平均值，即使得 a ／an在 

各个边界的法向导数 a 成线性变 化。因 

此 ，两端 的法 向导数值就 唯一确 定 中点的 法 

向导数 ，从 而相邻 单元交 界上 的协调性 得到 

实现 。 

再分割法基本思想_l2_：对图 4所 示三角 

形单元来 说 ，基于 一个 内点 把每 个三 角形单 

元分成 3个 三角形 ，对于 每个 三 角形写 出包 

含 lO项的三次展开式 ，最终展 开式以节点 l， 

2，3处 9个一般 自由度及节点 4，5，6处 法向斜 

率来表示，从而得到具有 l2个 自由度的单 

元。若限制外边上的法向斜率 ，就得到 9个 自 

由度单元。 

l5 · 
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图 4 协调三 角形 单元 

2 基于 修 正 或带 约束 的势 能原 

理建立的薄板单元 

若在板弯 曲问题中，以位移(挠度)和转 

动作为独立的场变量 。对式(1)进行修 正得 

到势能泛函： 

面 ：Ⅱ âl( 一 ) d dy+ 

JJf】口 ( 一 ) d dy (3) 
式 中 口1= 2=口= Gt,,'2k，G为材料 剪切 

模 量 ，f为板厚 度 ， 为考虑 实 际剪切应变 沿 

厚度方 向非 均 匀分 布而 引入 的修正 ，按 能量 

相 当，对截 面为矩形 应取 ：6／5。事实上 ，式 

(3)就是 考虑剪切变形的 Mindlin平板理论的 

泛函 ，可用 于较 厚平 板弯 曲问题 ，当用于薄板 

时 ，式 (3)中后 二项 就起到 罚 函数 的作用 这 

样处理是将原构造 c。连续性插值函数转化 

为构造 c。连续性插值 函数，显然使问题简单 

化了 但要注意，由此建立单元用于较厚的 

板 、壳问题效果较好，但对于薄板、薄壳必须 

采用降阶积分或缩减积分_1 等措施 ，以避免 

发生剪切“闭锁”(1ocking)，文献[3，13，14]作 

了详细讨论。对三角形薄板单元，文献 [11] 

虽然采用缩 减积分 ，但仍发 生剪切 “闭锁”， 

应采取 6个结点三角形二次插值 ，转角采用 3 

个结点三角形的线性插值，实践表明对于较 

薄、较厚扳的计算效果均良好。 

为了从 根本 上 消除 发 生剪 切 “闭锁 现 

象，采用离散的 Kirehhoff单元是个解决问题 

的办法。此种单元仍采用 和转角为独立场 

变量 ，而 与转角之问 的约 束不是 用罚 函数 

方法引入 ，而是在若干离散点强迫其实现 。这 

样 。构造单元所 基 于的泛 函恢复为薄 板 理论 

的泛函表达式(1)，文献[15]介绍了三结点 

· 16 · 
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图 5 DKT单 元 

3 薄板的混合单元及杂交元 

以位移 和 内力 作 为 独立 的两 类 自 

变函数 的 薄 板 两 变 量 广义 变 分 原 理 ，称 为 

Helli~。ger．Reissner变分 原理【l 6l，它是最 小势能 

原理或最小余能原理的推广 。以薄板 弯曲为 

例，文献[17]给出 Reissner泛函表达式为 

= JJ n[一B( )一 ， qoJ]dA— 
r 

l (M + 一Q )ds+ 
J ，

2+ 

r l[ ( 一 
． 
)+ ( ，，一 

l 

．， 一 j
．  
)一Q ( — )]ds (6) 

将式 (6)改写 成适 用于 有 限元 各种 形式 的连 

接结 台情 况 ，则有 ： 
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喜 [(_ l -1 一 
帆 ． — ]dA+1。，( ． + 

。 ⋯2 】 

丽 
． 

一  )d +l，[ ( ． 一 
ll 

二
．  

)+ f̂m(埘． 一j，s)一Q (锄一 

)]ds} (7) 

用 Reissner变分原理构造板单元，其内力 和 

位移都 同时在每 个单元 内假定 ，故 此构 造 单 

元是一种棍合单元。当单元边界使 和 

连续 时 ，运用分步积分可得到 Hermann泛 函： 

l-Is： [一 肘 ，⋯ ． 

qco]dA一1 ds一1。[ ． + 

． 。 +口 ( 一 )]d +J。。[( 一 
2 

) ， +(丽 一M~)co，一 ]ds} 

(8) 

Hermann泛函仅要求 和 连续构造插值 

函数，较为方便．Hermann在文献[5]中给出 

三角形单元 ，假定 为线性 ， 为常 量 (见 

图 6)。文献[18]给出三角形单元中 为二次 

变化和 ‰ 为线性变化(见图 7)。对于图6所 

示常 弯矩三角 形棍合 元 ，单元 自由度 为三角 

形三角点挠度 l， 2， 和 4． ， 6。对于 

图 7所示线性弯 矩三 角形 单元 ，由于法 向弯 

矩 ， 8， 9与相邻单元的未 知量无关 ．可 

以在单元分 析阶段通过高斯消去法把它们消 

去，这样 ，单元 自由度可以由 l5个减 至 12个 。 

文献[19]假设 线性， 为常量矩形混合 

单元。从计 算结果 来看 ，效 果均较 好 。但需 指 

角形混舍单元 

出 ，在使 用混合单元 时 ，由于建立 的劲度矩 阵 

主对角线元素上存在零元素，不能用一般的 

矩阵求逆法求解，故在使用上受到一定限制。 

o 

圈 7 线性弯矩三角形混台单元 

基于 He,rma．nn泛 函构 造单 元是 和 lIf 

同时出现在 单元及 交界 上 ，为 了避 免劲 度矩 

阵出现零元素。可基于修正的 Hellinger—Reiss． 

tier混合变分原理构造出所谓杂交单元。相 

应修正泛函为 

n咐 = 

j⋯( 一面 一8 W )d (9) 
‘
+ ，． ⋯  

式中独立场变量是单元内的内力及单元交界 

上的挠度和转 角_6』。但需 指 出 ，构造 出 的杂 

交单元要求选择满足平衡的内力场 ，这就使 

分析 问题 中计 算应 变 能时 ，单 元相对 坐标 系 

的方向和位置具有一定的敏感反应(即存在 

是否满足单元的几何不变性 问题)，这也将影 

响杂交元的精度 ．尽管引进等参数坐标系，可 

保证单元满足几何不变性要求 ，但等参数坐 

标表示 的应力 一般 难 于满足 平衡 关 系 ，故 建 

立杂交混合元列式时必须选用混合变分碌理 

作 为理论基 础口 。 

4 基于分区势能原理的广义协调元 

广义协诃元n]是一种保证收敛的非协调 

元 ，在粗网格 中广义协诃元属于非协调 元 ．在 

网格无限细化下逼近于协调元，故也称为极 

限协调元。其单元构造基于薄板的分区势能 

原理 的泛 函： 

Ⅱ = (II；4- ) (1o) 
· l7 · 

一 
m + 

． 
0 

一 a  

． 

峨 

l 一2 ． 

∑ 
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式中 为单元势能 ； 为单元周边 的不 

协调位移 引起 的附加能量 。 

= f (舞 )+ )一 
口：( 一 )]ds (11) 

广义协调 元是 以含 有位 移和边界 力的多变量 

泛函 。为理论 基础 ，而以单 变量位 移泛 函 

Ⅱ 作 为实施 阶段 的归 宿，把广义协调条件 表 

示为 

：=0 (12) 

并且将式(12)中单元周边力 ， 和 怍 

为权函数来选择，得到具有不同含义的点协 

调、边协调及周协调的加权残余方程 ，从而构 

造出多种广义协调元，在非协调元与协调元 

之间开辟了一条新路子。 

5 基 于 Hu．Washizu变分 原理 的 

拟协 调元 

拟协调元【 是从给定应变近似函数形 

式 出发 ，通过 积分用 节点 位 移参数 表示 的一 

种离散方法 。但在构造应变近似函数时要满 

足所谓拟协调条 件 ．即积分意 义下 的协调 条 

件 。拟协 调 元 构 造是 基 于 Hu．W~hizu变 分 

原 理 、即 

Ⅱ =Ⅱ [{。D !一 (e—L． )]dn— 
I ( — )ds (13) 

式 中 ￡为微分算子矩阵 ； ： R 为边界力 

矢 量 

利用分步积分改写式(13)为 

Ⅱ =Ⅱ [ 一 9 + 
(￡ d) n]dD—I． Ⅱds(14) 

由此 可独立构造 出 ： 

· l色 · 

u： F q 

u P q 

e = 一  

= 中。卢 

其 中，q为结点位移 向量 ；F为单元 内部插 值 

函数；P为单元边界上一维插值 函数； 为 

应变插 值矩 阵 ；n为应 变参数 向量 ；中 为应 

力插值矩 阵 ；口为应力参 数 向量。一般 取 中． 

= 中 。式(14)对 d， ，q取变分 ，可得到 由 口 

表示 的 n，口及最后关于 口的有 限元列式 。 

对于板问题，文献Is]给出了六参数三角形 

常应变单元 ，九参数三角形线性应变、十二参数 

三角形二次应变及十二参数矩形线性应变单元 

的例子，分别见图 8中(a)，(b)，(c)和(d)。 

0 【-) o c ) 

[_]。 ————
— J Ⅱ 

c d) 

。c 等 等 
图 8 各 种 拟 协 调 元 

需 要指 出的是构 造 应力 ，应 变插 值 函数 

不应出现“闭锁”现象及协调多余零能模式。 

若构造得当 ，拟协调元能通过分 片检验 ，并且 

位 移结 果较好 ，而应力结果稍差一些 。 

6 结 语 

本文介绍 的基 于不 同泛 函构 造出的各种 

单元 ．在板 、壳 领域 被采用 ．并得 到 了有效 的 

检验。从 目前 板 、壳 问题数值方法发展来看 ． 

杂交元 、位移和转动分别插值 的板单元 、离散 

Kirchhoff理 论 单 元 其 理 论 和 应 用 相 对 较 完 

善 ，而广义协调元 、拟协调 元 的理论与应用也 

取得了很 大 发 展 本 文尽 管 以 薄 板 问题 为 

主，但不难推广应用于一般板、壳结构中去。 

各种单元都有其在不同场合 中的自身优劣 ． 

而工程上希望能构造出既简单实用，又保证 

足够精度要求、结果稳定、适用性强的单元。 
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这有待于力学工作者去开发和完善 。 
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简 讯 

▲第 3届水 电工程 财经 国 际会议 将于 i996年 l1月 25—26日在 伦 敷 召开 。会 议将 对水 电工 程投 资 的各 个 阶 

段进行评估和分析 ，从可行性研究到施工贷款设备购买的各种方案，从小工程到太规模工程 ，以及整个工程的 

投资等都将进行考察研究。大会主要议题为：实例分析研究、风险分析 、环境影响和地区性热点问题。 

▲欧 洲小 水 电学会将 于 1997年 9月 713至 】0月 1 13在 爱 尔兰都 柏林 举 办 第 5届 小水 电 国际会 议 暨 展示 会 。 

大会将讨论小水电的经济和政策 、有关工程和技术问题、环境影响、世界市场、欧洲计划和国际台作 及投资 

问题 等 。 

▲据 挪威 国 际电 台报导 ，挪威 电力 供应 面哥占危 机 。由于 1996年 春天 供发 电用 的山 问融冒 稀 少 ，致 使 挪 威水 库 

将近干枯 ，3—4月间水电站发电量减少 ，挪威不得不从丹麦进 口电力。挪威能源部表示，他们正在研究建造 

两座燃气电站以缓解水电站的压力。而根据两年前的一个台 同，挪威每年还得向瑞典出售电力 

(熊莉芸拱稿) 
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