
第 18卷第 5期 水 利 水 电 科 技 进 展 1998年 10月 

弹性力学 
) 

． 厂  周建方 f卜l厂 

(河 海大学常州分 校 常州 

的 Hamilton 求解体系 

卓家寿 

213022) (河海大学土木工程学院 南京 210098) 

j 

摘要 与传统的碱少未知量提高微分方程阶次的方法不同．弹性力学 的Hamilton求解体 系是将弹 

性力学 的微分方程化 成一阶正则方程 ．然后再行求解 。丰支 平面 瞄题 为 例 ，首 先介绍其 Hamilton 

正则方程及推导过程和采用分离变量法进行解析求解的主要思想，然后介绍在一十方向采用解析 

函数 ，另一 个方 向离散采用数值方 法的半解析求 解方 法 ．最后对弹性力学 Hamilton求解体 系的优缺 

点和今后 的发展作 了简要 的评 价和展望 。 
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在弹性力学中，就一般问题而言，有位移、 

应力、应变 l5个未知量和平衡 、几何、物理 15 

个方程以及一定的边界条件。面对如此多的 

方程和 未知量 ，传 统的做 法是 尽量减少未知 

量，从而造成偏微分方程阶次 的提高，然后再 

对提高后的偏微分方程求解 ，如位移法 、应力 

法等 ，这种方法属于 Lagrange求解体系。 

19世 纪，Hamilton将 牛顿运 动定律改 写 

成 了所谓的正则方程形式 ，从而将二阶运动 

方程组化为一阶正则 方程组，其思路刚好与 

上相反 近年 ，冯康教授等经过深入的研究 ， 

指出对 动态 问题 的 计算 方法 而 言，Lagrange 

系统很可能不 是合理的选 择，合理 的选择应 

是 Hamilton系 统1]0 J。钟 万 勰 教 授 等 则 将 

Hamilton系统引入弹性 力学中 ，从而发展 

了弹性力学新 的求解体系 一。本文试图对此 

求解体系作一介绍和评述 

1 Hamilton正则方程及其推导 

弹性力学中的 Hamilton正则方程推导可 

以有几种方法 ，下面以平面应力情况为例，从 

Hellinger-Relssner两类变量变分原理推导。 

Ⅱ= + 舅+r ( 0y+ )一 
( + )+ + r 一 

Ⅱ一 ]dxdy+边界项 (1) 

代人应力、位移方程以消去 ： 

= E氅+ 
整理可得 ： 

Ⅱ= ( 雾 雾 

(2) 

)dxdy+边界项 

(3) 

其 中 ： 

= 一 手( + ；一 
+ ：

xy +
．t x + (4) y “ L4， 

令 晒 =0，可得： 

一  一 堕  
a — a y’ a — a ’ 

Y = 一筹，鲁=一凳 cs — ’ a 一一aⅡ 、 
采用记号 ： 

q=( ，u) ，p =( ，r ) (6) 
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则式 (5)可写为 

纽3y = ,gp， =一 3q (7) 一 ’ ay 一 ⋯  

如果将 看成是动力学中的时间 ，则式 (7) 

就是平面弹性力学 问题中的 Hamilton正则方 

程 。将式(7)进一步展开 ，有 

。 一 

一  0 0 

0 

0 

0 

0 

2(1+ ) 

(8) 

因其变量中包含位 移和应力 ，一般 也称为混 

合方程 。式(8)也可直接从弹性力学的平衡 、 

物理 、几何方程推得。 

弹性力 学的 Hamilton正则方程还可以从 

最小势能原理(采用 Legendre变换) 、最小 

余能原理 、广义余能原理推得 j。 

2 解析解 

很显然 ，对 Hamilton正则 方程 或混合方 

程 ，要直接解出其解析解，并不是一件简单的 

事 ，现在主要采用 的是分离变量法 -，而 弹 

性力学问题 一般也 只有进入 Hamilton体 系， 

才能采用分离变量法。 

不失一般性 ，考虑如图 1所示 区域 ：0< 

<z，0‘Y<a。边 界条件 为：当 =0，z时， 

d =0，r 
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=0；当 Y=0，a时 ，有位 移或应力 

图 j 求解 区域 

边界条件 。将式 (8)缩写成： 

)=【 ：品 一 
与式(8)相比，不难得到式 中各量 的表达式 

进一步引人所谓的全状态 向量 ： 

，．r= (q，P) (10) 

则式 (9)可表示为 

(11) 

(12) 

： [_0 ]， 一I： =一 
(13) 

‘，实际是辛空间的度量矩阵。不难证明有： 

删 ： ：f 一Q1 (14) 
L— G — 

满足上式 的算 子 矩阵 称 为 Hamilton算 子矩 

阵 设 1， 2是 满足边界条件 的两个全状 

态 向量 ，则有 

[i(Jw ) 日，．r2d ：r }日 (Jw1)d 
(15) 

日 与 日 的关系就体现在上式 中 ，它对解 的 

性质有重要意义。 

现求式 (11)的解。先 考虑齐次方 程 ，即 

，=0的情况 。设 

( ， )=∑ (y)Xi(x) (16) 

其中 墨是矢量， 是标量。代入式(11)易得： 

3 ： c ， ： (17) ：y = c ， HXI= ,uiXi 【17) 

其中 是 Hamilton算子矩阵 日 的特征值， 

待求。这样问题便转化为求 Hamilton算子矩 

阵的特征值 和特征矢量。可以证明 ，特 征值 

分为两部分 ，第 一部分 为 =0，且为 6重 特 

征根 ，对应的特征矢量及解分别表示 两个 方 

向的刚体位移、刚体旋转、轴向拉压、纯弯曲、 

G 
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常剪弯曲，即为二维的圣维南解。第二部分 

为 ≠0，由 Hamilton算子矩阵的特性又可分 

为两组 ： 

Ⅱ组 ：Re( )<0； 1 

b组： =一 ，因而 Re( )>0J 

(I8) 

相应地可区分 置， 和x—f，Y一⋯ 于是齐次 

方程 的解为 

6 

w ： ∑。． +∑(c e +C_i 一 一 ) 
= L J= 】 

(19) 

式中 。．， ，c一 由Y方向的边界条件确定。 

由第二和项 的表 达式可以看 出，所组成 的两 

项分别 向 Y的正 向、负 向按指数衰减。这些 

解为圣维南原理所覆盖的解。文献[3]据此 

计算了在 y=0处完全固定的半无穷 长条形 

域单向拉伸问题 ，最后得到 了边缘角点处是 

应力奇点的结果 。 

对于非齐次 问题 ，则可采用求特解 的办 

法 ，或将右端项按 展开(利 用辛正交关系 

是可 以做到的)，然后代人式 (1I)就可求得通 

解 ，再 由 y向边界条件确定常数 ，不再细述 。 

3 半解析解 

从上面推导可以看出 ，解析求解是 一件 

非常繁烦的事，而且大量的课题求解析解是 

极其困难的，因此数值法仍是 Hamilton体系 

中 的 主 要 手 段 ，而 目前 则 以 半 解 析 法 为 

主 一LO]，其思路是一 个方 向采用解析 函数 ， 

另一个方向离散采用数值方法 。下面以图 1 

为例 介绍 根据 HeHinger．Reissner变分原理 导 

出的半解析法。 

采用 方向离散，为此沿 方向剖分 

个单元 ， +1个节点 ，这样 图 1变成 图 2的 

情况 。单元长度可以任意。设每个节点的节 

点参数为 、 

l= (Ⅱ ，O"91／，r “， ) (20) 

由于它既包含位移 ，又包含应力 ，是一个混 合 

状态空问 向量 ，所 以单元 称 为混舍状 态元。 

需注意它们都是 的函数 ，与 x无关 。 

按 照 图 2的 刮 分 ，式 (3)的 移{分 区 域 就 

变成： 

Ⅱ= ( + 一 )dxd +边界项 

=  骞 ．I( ，筹+ 筹一 a a + 
边界项 (21) 

其 中 e是单元符号 ． =0，I，⋯ ． 是节点符号 

图 2 单元离散 

下面进行 一个 单 元的 推导 ，其它 类推 。 

在单元 =1， ∈(0，h)上 ，h： l一 o是单 

元步长，采用线性插值： 

= uoNo+ lNl 

y = yoNO+ LNI 

t r Txy0Nn+ t nN 

‰ ⅣO+ lp,r 

(22) 

No，Ⅳ一是 形 函数 ： 

No：1一 ， l= (23) 

将式(22)代人式(21)，由 柳 =0可得 8个方 

程 ，写成矩阵形式 ： 

Mo ,1 ~tw o1L M  M  = 
10 I【J y L I J 

===：j+ ) 
其中： 

M oo M l】= 
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fo=̂ =(0，一冬 ，̂一等 ，̂0) (25) 

这里没有考虑边界项。对于其它单元 ，可以得 

到完全类似的列式 ，只不过这时 h= 一 1。 

把所有单元阵拼装在一起就可得到总阵 ： 

M  0w
= Bw+f (26) 

这就是半解折解 的控 制方程 ，它是 4×(n+ 

1)个一阶微 分方程组 ，在 Y=0，。两边 上可 

以提供 4×(n+1)个边界条件，所 以求式 

(26)可以求得唯一解 。对于 边上的边界条 

件 ，则必须放在式(21)中考虑 ，这时式(25)中 
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的一些表达式将有所不同，但最后仍有式(24) 

或(26)。文献[8～10]利用此法成功地求解了 

复合材料板尤其是 叠层板 ，结果表明，所用单 

元不多 ，但精度较高 ，特别是可考虑剪切效应。 

4 评述和展望 

Hamilton体系引人弹性力 学中还是 近几 

年的事，给这门古老的学科带来 了生机 ，使弹 

性力学求解进入 了一个新 天地，为解决 工程 

实际问题又增添 了新思路 、新 方法 。与传统 

的求解方法相 比，其优缺 点主要 体现 在以下 

几点 ： 

a．除一些特殊形式 的结构 ，传统 的弹性 

力学问题解折求解 时往 往采 用凑 合法 (半逆 

解法)，有 时使 人无所 适从 ，而 进入 Hamilton 

体系后 ，则可采用分离变量法 ，这是一个求解 

偏微分方程 的一般方法 ，有规律可循 ，解题思 

路 明晰 ，特别是可找到原凑合法忽略的解．或 

由圣维南原理覆盖掉 的解，使对问 题的认识 

更深人一步 。缺点是过程较 为繁琐 。 

b．对 于 复 合 材 料 尤 其 是 层 状 结 构 ， 

Hamilton体系特别适用 。由于求解过程 中没 

作任何人为 的假设 ，从而 考虑 了剪 切效 应 的 

影响，保证 了层间位移和应力 ，r 连续 ，而 

对 则由与式(2)类似的式子计算，自然不 

连续，与实际情况相符。因此 ，对于复合层 

板、碾压混凝 土坝 、成层地基的计算 ，Hamilton 

方法有广泛的应用前景。 

c．对于动态问题，Hamilton方法将是其 

它方法所不能比拟的。文献[1]的工作表明， 

Hamilton算法在稳定性方 面具有独特 的优越 

性 。因此 ，只要在辛几何框架内 ，动态问题的 

解都会收敛于真实解。 

d．由于应力作为未知量 ，与位移具有 同 

等精度。这比传统有限元方法好 ，在传统有 

限元中通常应力的精 度 比位移低 ，要使 应力 

与位移有同等精度 ，必须采用 特殊方法 或特 

殊单元 。而在工程实 际中，人们关 心应 力往 

往甚于位移。 

e．与传统有限元法相比，这里 的半解折 
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法节点数、单元数少，便于处理。与有限条法 

相比，它的边界条件可以是混合边界条件 ，包 

括力和位移 ，因此处理范围更 广泛 半解析 

法的缺点是需要进行较多的矩阵运算，尤其 

要求逆 ，且矩阵一般不正定对称。 

经过几位研究者的辛勤努力，虽然目前 

弹性力学的 Hamilton求解体系的框架已经大 

致建立，但还有许多工作要做 。例如 ，有关数 

学基础和严格证 明还有待建立 ，目前找到解 

析解的问题还微乎其微，复杂形状的边界，非 

线性阃题 及如何解决工程实际阔题还有待 

开拓。无疑 Hamilton体系的发展前景是非常 

广阔的，其半解析法有希望成为有限元 、边界 

元 、有限条法后的强有力的计算方法。 
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三刊联台召开“ 98洪灾”座谈会 

1998年 9月7日，(水利水电科技进展)编辑部、{河海大学学报)编辑部、(水科学进展)编辑部 

联合邀请河'；每大学和南京水文水资源研究所的部分水利专家对“ 98洪灾”进行了座谈。专家们畅 

所欲言．从科学和技术角度出发，对造成“ 98洪灾”的原因，现有水利工程在洪灾中发挥的作用和暴 

露出的问题，以及如何完善防洪设施，加强防讯工作等热点问题进行了探讨。 

专家们认为，“ 98洪灾”是在多种 自然与非自然因素的共同作用下形成的，十分复杂，各种因素 

对洪水的影响程度也各不相同，需要对各种成因进行深入地分析 在谈到现有防洪设施暴露出来 

的问题时，专家们认为．现有江河堤防的建设质量差别很大 ，值得关注；现有滞洪区的人 口增长过 

快 ，经济盲目发展，影响滞洪功能的发挥。至于一些媒体极力宣传的生态环境破坏对--．98洪灾”造 

成的巨大影响，许多专家不完全赞同，认为植被对径流量的调节有一定作用，但不能保证不发生洪 

水。对今后的防洪措施，专家们也提出了很好的建议，如防洪标准应该是系统的、长艘的，对现有防 

洪标准应有一个全面的再认识 ；要重视洪水数据的定量分析，通过全面的定量分析，摸清可能出现 

的雨情、水情和工情，从而避免可能出现的灾情。 

专家们认为，对今年的特大洪水及其影响尚需作深入的调查研究，掌握准确的数据 ，才能得 出 

规律性自g认识，指导今后的防洪抗洪。因此希望编辑部今后多组织一些调查研究后的专题文章发 

表 ，交流洪灾研究成果。为此 ，本刊除于近期组织一次“ 98抗洪纵横谈”笔会外 ，还将陆续发表 由国 

内部分著名专家、学者和参加抗洪战斗的工程技术人员撰写的专论文章 ，分析原因．总结经验教 

训，交流观点，提出建议。热烈欢迎专家们投稿，为我国的水利建设献计献策。 

(本刊编辑部供稿) 
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