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接触问题有限元分析方法综述 
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摘要：从直接遮代法、接触约束法和数学规划法等方面综述接触问题有限元分析的基本方法．直接迭 

代法是一种“试验一误差”方法，概念清楚，实施方便，但计算工作量较大，而且不能保证迭代一定收敛． 

接触约束法主要利用罚函数方法或 Iatgi'a~e乘子法将接触问题转化为无约束问题求解 数学规划法 

利用接触问题的互补条件、非穿透条件等，将其归结为二次规划(线性~-41")问题求解，这是一种非迭 

代类解法，收敛平稳、迅速，计算工作量较小．文末简单介绍接触问题研究的一些新趋势． 
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接触问题广泛存在于机械工程、土术工程等领 

域，如齿轮的啮合、坝体的接缝等．这类问题的特点 

是具有单边约束和未知接触区域，接烛区域的确定 

依赖于加载方式、荷载水平、接触面性质等因素，属 

于边界待定问题． 

接触问题的研究很早就引起了人们的重视．早 

在 1882年，H．Herz就比较系统地研究了弹性体的接 

触问题，并提出经典的 Herz接触理论．随着数值解 

法的兴起和发展，出现了许多求解接触问题的非经 

典方法，有限单元法作为解决复杂工程问题的最有 

效的数值方法，也成为求解接触问题的一种主要方 

法．以有限元为基础的接触问题数值解法，主要可分 

为直接迭代法、接触约束算法和数学规划法等． 

1 直接迭代法 

迭代法是解决非线性问题的常用方法，它在接 

触问题的研究中也首先得到了应用．在用有限元位 

移法求解接触问题时，首先假设初始接触状态形成 

系统刚度矩阵，求得位移和接触力后，根据接触条件 

不断修改接触状态，重新形成刚度矩阵求解，反复迭 

代直至收敛⋯．在上述方法中，每次迭代都要重新形 

成刚度矩阵，求解控制方程，而实际上接触问题的非 

线性主要反映在接触边界上，因此，通常采用静力凝 

聚技术，使得每次迭代只是对接触点进行 ，大大提高 

了求解效率．另外，还有所谓虚力法L2 J，用沿边界的 

虚拟等效压力来模拟接触状态，这样在每次迭代中 

并不重新形成刚度矩阵，所做的只是回代工作． 

有限元混合法在弹性接触问题的求解中也得到 

较广泛的应用．它以结点位移和接触力为未知量，并 

采用有限元形函数插值，将接触区域的位移约束条 

件和接触力约束条件均反映到刚度矩阵中去，构成 

有限元混合法控制方程[3】 

)={ ) 
其中，置，Ⅱ，，分别为通常有限元位移法中的剐度矩 

阵、未知结点位移向量和结点荷载向量；．，，工，c分 

别为接触力约束矩阵、位移约束矩阵和接触力向量． 

由于求解式(1)中非对称方程组将多耗机时、 

多占内存，不少学者在对称化算法上进行了研究L4j． 

对弹塑性接触问题，在求解过程中接触非线性和 

材料非线性都需要迭代求解．通常是利用系统刚度矩 

阵的变化来反映材料非线性的影响，在每次塑性修正 

迭代过程中都要结合对接触状态的判断进行接触迭 

代计算．拟弹性叠加双重迭代法 模拟弹性叠加原理 

建立有限元方程，再利用内外循环迭代求出方程的近 

似解，在整个计算过程中不改变接触体刚度阵，仅增 

加平衡力修正项，在一定程度上提高了计算效率 

在用迭代法求解接触问题，尤其是有摩擦接触问 

题时．为了保证收敛到正确的结果，荷载增量往往要受 

到一定的限制 ．对弹塑性接触问题，荷载增量更是受 

到不允许在一个增量步中出现两种非线性的限制 J． 

2 接触约束算法 

接触问题可描述为求区域内位移场 u，使得系 
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统的势能 Ⅱ(u)在接触边界条件的约束下达到最 

小 。即 

minnr(v)=专 删 l f2) 
8．t． g≥0 J 

接触约束算法就是通过对接触边界约束条件的 

适当处理，将式(2)所示的约束优化问题转化为无约 

束优化问题求解．根据无约束优化方法的不同，主要 

可分为罚函数方法和 La目rar 乘子法等． 

2．1 罚函数方法 

罚函数方法实际上是将接触非线性问题转化为 

材料非线性问题．根据处理方法不同又可分为障碍 

函数法和惩罚函数法．障碍函数法假设接触面之间 

充满某虚拟物质，在未接触时其刚度趋于零，不影响 

物体的自由运动，在接触区域其刚度变得足够太，能 

阻止接触物体的相互嵌入．常用的间隙元等方法均 

属于此类，它们处理简单，编程方便，只是在通常的 

有限元分析中增加一种单元模式而已．惩罚函数法 

对接触约束条件的处理是通过在势能泛函中增加一 

个惩罚势能【 j 

珥 =音P (3) 

式中： 是惩罚因子 ；P为嵌人深度，是结点位移 U 

的函数． 

这样，接触问题就等价于无约束优化问题 

minlI (U)=Ⅱ(U)+J (U) (4) 

以位移 u为未知量，系统控制方程为 

(置+ )U=F— (5) 

其中， =(面3P) 面3P
， =

(面3P) 
． 

罚函数方法不增加系统的求解规模，但由于人 

为假设了很大的罚因子，可能引起方程的病态． 

2．2 nagrange乘子法与增广 Lagrange乘子法 

La目rar 乘子法通过引入乘子 A，定义接触势能 

Ⅱ =g ̂ (6) 

将式(2)的约束最小化问 题 

mln／I (U，A)={UrKU—UrF+g A (7) 

通常，可将 g(u)对位移场 U作 Taylor展开，取 

其一次项有 

g(u) + 导u：g。+GU (8) 
将式(8)代入式 (7)后，可得以位移场 U和 La 

乘子 ^为基本未知量的系统控制方程 

[ O Jt~J={一二) 
La 乘子法中接触约束条件可以精确满 

足 但由于 Lagrange乘子的引入，系统的求解规模增 

大了 而且衽控制矩阵中出现了零主元，必须采取适 

当的方法以保证方程的顺利求解． 

由于罚函数方法和 Ia nge乘子法各有优缺 

点，人们自然就想到了两者的联合使用，从而形成了 

各种增广 Lagrange乘子法．其中，最直接的一种方法 

是构造修正的势能泛函 

Ⅱ =Ⅱ +J +J (10) 

相应的控制方程为 

K 4

G

-  

)={F -G)(11 
考虑到La目rar 乘子的物理意义，可将其用接触 

点对的接触应力代替，通过迭代计算得到问题的正确 

解_9J．在迭代过程中，接触应力作为已知量出现，这样 

既吸收了罚函数方法和 La目rar 乘子法的优点，又不 

增加系统的求解规模，而且收敛速度也比较快． 

另一种增广 乘子法主要是为了弥补 

La黼 乘子法 中控制矩阵存在零主元的弱点，它 

在修正势能泛函式(7)中增加一惩罚项【IoJ： 

风 ：一{A EpX (12) 

即 rainⅡ (U，A)={U KU—U F 4- 

g A一_}A E (13) 

当罚因子 一 时，式(13)的解收敛于式(7)的解． 

经适当的运算后，可将系统的控制方程写为 

(K+G E )U=F—G 五lg0 (14) 

3 数学规划法 

接触问题的数学规划法是基于势能或余能原 

理，利用变分不等式等现代数学方法导出的，理论上 

比较严格和直观．最初该方法是针对无摩擦接触问 

题提出的[11】，它利用了无摩擦接触问题的非穿透条 

件和互补条件 

△ + ≥0， p ≤0 (15) 

(au + )：0 (16) 

经有限元离散后，无摩擦接触问题被归结为二次规 

划(线性互补)问题求解． 

数学规划法解有摩擦接触问题的关键在于将摩 

擦条件表示成互补形式．一种方法是利用凸分析理 

论，把摩擦条件可以写成如下带导数的互补形式【l2] 

： ．̂ I 

≤ 0， ≥ 0} (17) 
： 0 J 
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4 结 语 

经过众多学者的不懈努力，接触问题的研究借 

助于有限单元法这一有效的数值分析方法已经取得 

了很大的进展．然而随着研究的探人及新的数学理 

论的引进，仍然不断有新的方法涌现，如自适应有限 

元技术 、启发式算法[22 J等．另一方面，在接触问 

题算法研究的同时，人们也注意到了对摩擦现象和 

接触面本构模型的研究，如文献[23]研究了三维正 

交异性摩擦接触模型，文献[24，25]则分别讨论了接 

触面的随机模型和微观滑动(micro-slip)本构模型． 

总之，接触问题的研究还远没有结束，它仍将是 

今后广大力学工作者和机械工程、土木工程领域学 

者的主要研究课题之一． 
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定为不适合拱坝设计．澳太利亚 1917年建成的高 

llOm的塞沙那(Cathy )坝。该工程原先是按拱坝设 

计的，当平硐开挖后，发现基础不适台修筑拱坝 此 

时导流洞已完工，而 CFRD底宽较窄，适台已建的导 

流洞，采用 CFRD方案还可以抢回失去的时间 在塞 

沙那坝建成后，随后在塔斯马尼亚州修建的数座大 

坝也都采用了 CFRD坝型．哥伦比亚 1974年建成的 

高 140m的安奇卡亚(Alto Anchicaya)坝，由于地基条 

件和预算费用的限制，拟建的混凝土重力坝变得不 

可行 ，且坝址位于雨林中，不适合修建粘土心墙堆石 

坝．尽管太坝的高度在当时是史无前例的，最后还是 

根据地基的适应性、工期和费用等条件，确定采用了 

CFP,D．美国1979建成的高 951TI的贝利(R．D Bailey) 

坝，美国陆军工程师团当时规划把这座坝设计成粘 

土心墙堆石坝．由于心墙材料匮乏，出于成本和环境 

的考虑而改为面板堆石坝．泰国 19~o4年建成的高 

130m的考伦山(Khao heII1)坝，因多年来认为在夸 

伊内河的喀斯特坝址上建坝是不可行的，从技术和 

经济可行性角度看，CFRD是唯一可选的坝型． 

CFRD作为主要坝型取得重要进展 的标志是 

1980年巴西建成的高 160m的阿里亚(Foz do Areia) 

坝．该坝建在伊瓜苏河上的一个宽阔坝址处，是在一 

条主要河流上修建的第一座 CFRD，为当时世界上 

最高的CFRD．尽管缺少一些先例，但基于成本最低 

和工期最短的考虑，仍选择了CFRD． 

1967年仅修建了 6座碾压的 CFRD，而到了 

1988年，已有 70座 CFRD．截至 1988年，已克眠了坝 

型选择障碍，CFRD已成为认可的主要坝型，并被纳 

人可行性研究． 

3 作为主要坝型的 CFRD(19~8—1999年) 

1971年澳大利亚建成的高 110133的塞沙那坝变 

形很小，面板没有出现裂缝，取得了很大成功，由此 

奠定了现代 CFRD的技术基础．20世纪 80年代，混 

凝土面板堆石坝移向南美，20世纪 9o年代向巴西 

和中国发展 ． 

1999年 10月，在巴西召开了一次关于CFRD坝 

型运行状况的研讨会 ．会上提交了36篇论文，与会 

代表们认为，CFRD发展很快的主要原因是充分利 

用当地筑坝材料，施工简单。工期短，费用低 ．摩洛哥 

A．阿拉米和 A．E．什赖比撰写的论文叙述了对两种 

可行性研究方案的修改情况：20世纪 70年代选择 

了ECRD，后来与EcRD或RCC(碾压混凝土)方案作 

了比较，表明选择 CFRD更为经济和优越．在一坝址 

砾石覆盖厚度为 301TI，倾向采用设置混凝土防渗墙 

的 CFRD，因为它是 RCC方案费用的 1／3．智剌的圣 
· 68 · 

胡安那(Santa Juana)CFRD在砾石层上设置混凝土槽 

板的先例已为许多坝址所采用． 

1988年至 1999年期间，CFRD已纳人可行性研 

究中，并在修编初期的可行性研究中作为候选方案． 

4 1999年的 CFRI) 

截至 1999年，CⅡ：D是一种已成型的堆石坝．在 

很多或大多数可行性研究中，由于成本较低 ，施工期 

较短，选择 CFRD多于 ECRD 目前世界上最高的 

CFRD是墨西哥 l87m的阿瓜米尔帕(Aguomilpa)坝 

和中国178133的天生桥一级坝．拟建的此类高坝还 

有：哥伦比亚高 1901TI的索加奠索(Sogamo~o)坝、巴 

西 2101TI的坎普斯诺沃斯(Campos Novos)坝、尼泊尔 

220m的西塞蒂( Bt Seti)坝、菲律宾 230m的阿格 

布鲁(Agbulu)坝等 

CFRD的发展和目前的工程实践在许多文献资 

料中得到了很好的阐述．巴西的伊塔(Ita)坝是当前 

设计和施工实践的优秀典范 ．在伊塔坝，引人了一种 

改进型的混凝土路缘碾压机(~oncrete exlrusmn curb 

machine)，可降低成本，加快堆石表面的铺筑以便混 

凝土面板的浇筑． 

本文经杨纪元教棱级高级工程师技阈，在此表示感谢 
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