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Monte．Carlo方法求解水动力学方程的原理及实践 
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摘要：介绍 Monte—Carlo方法的基本思想及求解Poisson方程的原理；利用 Monte．Carlo方法厦图论建 

立河网计算的随机游动模型，并应用于实际的大型河网中，取得了较好的结果 利用Monte．Carlo方 

法计算河网可以避免解大型的稀疏矩阵，计算简单、灵活． 
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1 ~ Carlo方法求解水动力学方程的原理 

1．1 Monte．Carlo方法的思想 

Monte-Carlo(蒙特卡罗)方法⋯1是一种具有独特 

风格的数值计算方法，它既能求解确定性的数学问 

题，也能求解随机性的问题，Monte．Carlo方法亦称为 

随机模拟(random simulation)方法．它的基本思想是， 

为了求解数学、物理、工程技术以及生产管理等方两 

的问题，首先建立一个概率或随机过程，使它的特征 

参数等于问题的解；然后通过对模型或过程的观察 

或抽样来计算所求参数的统计特征；最后给出所求 

解的近似值，解的精确度可用估计值的标准误差来 

衡量． 

Monte-Carlo方法近年来已用于水利工程中，如 

解堰闸流动 2，以及供水管网的分析等[3_3． 

1．2 求解 Poisson 方程的原理 

利用 Monte-Carlo方程来求解Poisson方程，首先 

构造一个随机游动模型．设想一个质点自点 P出 

发，以 1／4的等概率，向 P点相邻接 的 4个节点 

P11，P12jPl3，P14中的一个随机游动一步(ol1e step)． 

然后再按同样方式自新位置 P 向与之相邻的另外 

4个节点之一处随机游动一步(second step)．如此继 

续下去，直到质点第一次到达边界 上的一个节点 

Q处时，游动一次(one path to山e口d)即告终止． 

因为游动路线是随机的．设想一条游动路线为 

P：P— Pl— P2一 ⋯ 一  
一 l— Q Q∈ 

现在定义一个随机变量 }，游动开始时 =0，质点每 

游一步，应把游动之前的 值增加一项．所增加的 

项等于函数，在该点的值与 一  ̂／4的乘积，这个质 

点游动是随机的，因而 是随机的．质点到达边界 

上的节点Q处时，一次游动停止． 

因此，与路线 Pp相应的一次随机变量值定义为 
L2 

= v(pp)=一告[，(P)+f(P1)+ 

⋯ + Pr一1)]+g(Q) 

其中．v(pe)为质点由 P经一条随机路线到达边界 

节点Q处的值(value是随机变量)．如果质点游动出 

发点就是边界节点 Q，那么它就停留在 Q处， = 

v(pe)=g(Q) 已证明随机变量 的数学期望E({) 

=M(P)，那么，就可以通过计算 E( )的值来估计 

U(P)的值． 

2 Monte-Carlo方法在河网计算中的应用 

2．1 基本公式 

对恒定流．1，2两个断面的水位差可写作： 

AZ- =Z 一Z =[ 1 I 1一南)+ 

J I QHI Q 
式中：Z为水位；Q1_为两个断面之间的流量；A为 

断面面积； lq为两断面之问的平均流量模数；Si 

为两断面之问距离．或写作： 

△z卜_2= 1—2l Ql— I Q1—2 (1) 

其中，rl 称为阻力系数．该阻力系数与河道的特性 

有关 ． 

若以水位差表示流量 Q，则有： 

Ql—2= Y1—2△z1—2 (2) 

式中 Fl_2=l rl l△zl_2f称为断面 l—2之间 
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河道的传导系数．或称为虚流量系数． 

对于河网中的任意汉点，由连续性方程可得： 

Qlq =0 (3) 

即在汉点处，连接与汉点的各支河的流进与流出流 

量的代数和为零． 

将式(2)代人式(3)，得 ： 

2Jyl一2△zI =0 

如图 1所示，Ⅱ。b，c，d断面为边界断面，水位 

已知，欲求汉点 A，B的水位． 

图1 简单河网示意图 

对于汉点A，由流量平衡可得： 

一 Q +QbB=0 (4) 

以虚流量系数及水位差表示为 

( 一zA)一 (Za—ZB)+ ( 一 )=0 

则 

，  Y z +Y BzB+Y h 
一  

+ + 

令 ： + +y“， ： ，％ ： ， 

P6A= ，有 
』 m  

ZA： P ̂z +PA8z8+Pk zb t51 

其中 ，％ ，P“称为转移概率，表示周围点对于 

汉点 A的影响．转移概率有以下特性： 

0≤ ≤ 1 

皇、 25P
q= 1 

= 1 

利用转移概率，可以将式(5)写为简单形式： 

z(K)=P(j，K)z(j) (6) 

此式是求某一汉点 的水位的一般形式． 

2．2 建立随机游动模型 

如图1所示，设一质点 自汉点 处出发，按照 

转移概率分别向与汉点 相连的三条河段的另一 

端断面游动，若第一步到达的断面是边界断面，则游 

动一次结束；若第一步到达的断面是内点，则从该内 

点开始继续游动，直到该质点到达边界断面，游动结 

束．游动次数的加权平均值乘以边界断面的水位，即 

可得汉点的水位． 

我们首先利用同余法产生一个(0，1)之间的随 

机数，这样产生的随机数称为伪随机数，但是，只要 

它满足一定的检验，即可认为是随机数．将所产生的 

随机数与该点的转移概率进行比较，即可判断走步 

方向．对于每一个汉点，当游动次数一定时，落在各 

个边界断面上的概率与河道的水文特性有关，利用 

此概率及边界断面的水位．即可求得该汉点的水位． 

将各汉点的水位赋给相邻断面．各河道的流量可根 

据公式t2)求出． 

当河网的边界条件为已知边界断面的流量时， 

可利用公式(1)转化为已知边界断面的水位． 

3 计算实例 

利用前面所建立的随机游动模型，求解了珠江 

三角洲整个河网．并与常规水力学方法进行了比较， 

结果如图2所示，随机方法的计算结果与常规方法 

的计算结果是一致的． 

图2 马口—痦刀f"lzk面线常规方法 

与随机方法计算水位比较 

4 结 论 

我们将 Montc-Cmelo方法以及图论应用于大型 

的河网计算 ，建立的随机游动模型，计算简便，避免 

了解大型的矩阵、汉点与河道断面不需要按一定顺 

序编号，对于河网中为保证水量、改善水质而进行的 

河道增减、闸门的调度等工程措施可以很方便地进 

行模拟．而且可以计算工程实际中感兴趣的部位．而 

不必计算整个河网，使计算太大简化． 

利用本文建立的随机游动模型计算了两个工程 

实例，取得了较好的结果． 
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