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用强化假定不连续应变实体单元分析弹性地基薄板 
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(1．河海大学水利水电工程学院 ，江苏 南京 210098；2．上海市水务局 ，上海市 200012) 

摘要 ：用强化假定不连续应变(EAS)实体单元离散弹性地基薄板 ，假设板上的荷载按分布力形式传 

递到地基中，根据半无限空间上任一点节点力与任一点处的位移关系用高斯积分法建立 了地基表 

面分布力与节点位移关系表达式，在此基础上根据地基与板间的位移协调及静力平衡条件，建立了 

以板上的节点位移为未知量的有限元方程 ，算例分析表明，采用强化假定不连续应变实体单元分析 

薄板类问题是合理的，进行弹性地基薄板受力分析时考虑地基分布反力是必要的． 
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半无限地基上弹性基础板的问题适用范围广， 

因而其有效求解方 法广为人们关注．Zienkiewicz于 

1965年提出了该类问题 的有限元解法⋯，傅作新等 

在 2o世纪 8O年代对软土地基上水闸底板的内力进 

行了大量的分析 ，提出了半无 限地基上弹性基础矩 

形板的有限元一链杆解法 J，倪光乐等近来提出了弹 

性矩形板与弹性地基共 同作用的简化算法 J，基本 

思路与文献[2]相 同，但板 的位移通过 四角点支承、 

四边 自由矩形板的级数解获得 ．文献[4]将 卜小明等 

1991年 提 出的任 意 四边形 板单元 的协调 位移模 

式 J应用于半无限弹性软土地基上任意形状弹性基 

础板的分析，解决了实际工程 中基础板并非一定是 

矩形形式的问题 ． 

上述文献在分析基础板与地基相互作用时 ，只 

计及了地基表面的垂直位移 ，而没有考虑地基表面 

水平方向位移的影响，并且均假设在板单元中心处 

用链杆将地基与板连接 ，各链杆作用在地基表面上 

的力均布在与板相对应的地基表面单元上 ，据此建 

立板与地基之间的相互作用关系 ．为了克服上述缺 

点，本文将文献[6]提出的强化假定不连续应变(en— 

hanced assumed strain)实体单元(简称 EAS单元)用于 

离散薄板，这种单元克服了常规 的实体单元描述弯 

曲问题精度很差的缺点 ．假设板上的荷载按分布力 

形式传递到地基 中，根据半无 限空间上任一点节点 

力与任一点处的位移关系用高斯积分法建立了地基 

表面分布力与节点位移关系表达式，然后根据地基 

与板间的位移协调及静力平衡条件，建立 了以板的 

节点位移为未知量的有限元方程 ，从而可求得地基 

分布反力和基础板内力． 

1 EAS单元模式 

EAS单元内的未知量包含连续位移 口 和不连 

续附加应变害 ： 

口 =Nd， 害 =Ma (1) 

式中：Ⅳ为常规的等参单元位移插值矩阵；d为单元 

节点位移 向量 ；M 为附加应变插值矩阵；口为内部 

应变参数向量；云 ={f y ∈： y y y )． 

需说明的是这里给出的假定应变分量顺序与常 

规有限元书上给出的相同，但与文献[6]中的第五和 

第六项顺序相反，因此式(2)中矩阵中的元素与文献 

[6]相比有所不同． 

根据变分原理对每一单元可建立如下方程： 

[LD ㈣={ 0) 
式中： 为节点力向量；K=』n B CBdg2为常规的 

位移刚度矩阵，其中 c为弹性矩阵，曰为应变矩阵 ； 

D，L则分别定义为 

D ：I M CMdg2 (3) 
J 1"2 

L：I M CBdg2 (4) 
J／'2 

将方程(2)进行静力凝聚，可得只包含位移变量 

的单元刚度矩阵 ： 

k： K —L D一 L (5) 
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附加应变插值矩阵为 
I T I 

M = (6) 

式中：l-，I表示雅可比矩阵-，的行列式值；I-，o l为单 
元局部坐标系原点处 的雅可 比矩阵行 列式值； 

为局部坐标下的附加应变插值 函数；矩阵 包含 

-，o的分量 湘． 

2 地基柔度矩阵的建立 

2．1 地基表面形心点位移 与反力的关 系 

设地基分布力列阵为 g，={ql q2 ⋯ q ) ， 

n为底板与地基交界面上的节点数．地基表面节点 

的位移列阵为A ={ ⋯ ug ，T，其中 

= {u W i)(i=1～n)． 
假设底板传给地基表面分布力的插值函数采用 

平面四节点单元 的位移插值函数，则交界面上任一 

点的分布力可由其所属单元给出： 
4 

=  (7) 
= l 

式中： 为四节点单元的形函数 ； 为单元节点分 

布反力． 

根据半无限地基上位移与力 ]的关系，有 ： 

A = ， (8) 

式中：C=【Cl C2 ⋯ ⋯ C 】 (i=1～ 

n)，C ∑C ， 为单元数． 
J． 1 

对式(8)求逆可得： 

g，= C A (9) 

而根据虚功原理可得节点力列阵为 

ef= Mqy= MC A = gfA (10) 

式中： 为地基刚度矩阵． 

2．2 地基表面节点反力与板节点位移之间的关系 

由于地基表面节点位移与板底面节点的位移是 

一 致的，因此有 

ef= gfA = gfA = gfRA (11) 

将式(11)两端乘以 得到作用在板各节点上的地 

基反力列阵： 

P = ／A =R gfRA =R C一 RA (12) 

2．3 有限元方程 

设板所受的外荷载为 Q，从中减去基础反力 P， 

后，得到板的有效荷载 Q ，即 

Q = Q—P (13) 

而板的节点位移与有效荷载之间的关系为 

Q =Kal (14) 

将式(12)和(13)代入式(14)得： 
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( +R MC R)△ = Q (15) 

式中： 为板单元的刚度矩阵．由式(15)可得出板的 

节点位移 △，从而计算板单元的内力和地基反力． 

3 算 例 

算例取半无限地基上 四边 自由的正方形板 ，受 

到垂直向下匀布荷载 q=1 kPa的作用．计算 中，取 

正方形的边长 0=b=6m，板厚 t=0．2m，板的弹性 

模量 E=30000 MPa，地基的弹性模量 E=3 MPa，板 

的泊松比 =1／6，地基泊松 比 o=0．25，正方形板 

及地基表面的有限元网格见图 1，坐标系选为 和)， 

在水平面内， 垂直向下．式 (2)中的高斯积分点数 

取为 2×20． 

3 

(a)单元编号 
l 

(b)节点编号 

图 1 板及地基表面有限元网格 

为了验证 EAS单元分析薄板类问题的正确性 ， 

首先将薄板与地基的传力按法向连杆联结考虑 ，分 

析时分别对薄板采用了文献[5]中的板单元和文献 

[6]的 EAS单元进行了计算，求得板中心挠度为 

0．177em和 0．178em，板中点弯矩分别为 0．547 kN·m 

和 0．580kN·m，板与地基接触面单元中点地基反力见 

表 1，由于对称关系表 1中只列出部分单元结果 ．表 1 

中结果表明两种单元给出了几乎一致的结果，说明用 

EAS单元代替板单元分析薄板类问题是可行的． 

其次按本文方法进行了计算 ，计算时考虑了计 

及(工况 1)和不计及(工况 2)水平变形影响两种工 

况 ，求得两种工况下板中心挠度分别为 0．159 em和 

0．167em，板中点弯矩分别为 0．772kN·m和 0．955kN·m， 

节点地基分布反力见表 2，因对称关系表 2中只列 

出部分节点结果． 
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表 1 半无限地基上四边 自由正方形板 q=1 kPa时 

单元中点地基反力 

单元编号 地基反力 ／kN 

板单元 EAS单元 

表 2 半无限地基上四边 自由正方形板 q=1 kPa时 

单元节点地基分布反力 kPa 

计算结果表明，与板与地基间的力的传递按单 

元中心集中力考虑相比，按分布力考虑时板中心挠 

度略有减小 ，而弯矩则大大增大．其主要原因在于地 

基反力在板与地基接触周边出现反力集中现象(表 

1显示周边单元反力较大 ，表 2显示周边节点分布 

反力远大于内部节点的分布反力)，而当板与地基间 

的力的传递按单元中心集中力考虑时削弱了这种效 

应．此外 ，考虑地基水平位移影响时，中心挠度和弯 

矩均有不同程度减小． 

4 结 语 

本文引人文献[6]的 EAS单元用于离散薄板 ， 

克服了常规的实体单元描述弯曲问题精度很差的缺 

点 ．根据板与地基之间的位移协调条件和静力平衡 

条件，建立了考虑板与地基水平及垂直相互作用 ，其 

间力的传递按分布形式考虑，以板 的节点位移为未 

知量的有限元方程 ．算例表明，与板与地基间的力的 

传递按单元中心集中力考虑相 比，按分布力考虑时 

板中心挠度略有减小，而弯矩则大大增大．其主要原 

因在于地基反力在板与地基接触周边出现反力集中 

现象 ，而当板与地基间的力的传递按单元 中心集中 

力考虑时削弱了这种效应 ．此外 ，考虑地基水平位移 

影响时，中心挠度和弯矩均有不同程度减小 ．实际工 

程中计算板的内力时如板与地基间的力的传递按单 

元中心集中力考虑 ，则所得计算结果偏于不安全 ． 
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·简讯 · 

“全国水文学术讨论会"将在南京召开 

为了交流近年来水文科学研究的新进展，活跃水文学术气氛，激励广大水文科技工作者的积极性和创造 

性，充分发挥科学技术第一生产力的作用 ，不断推动新时期的水文科研工作 ，中国水利学会水文专业委员会 

决定于 2004年 11月在南京召开“全国水文学术讨论会”．会议由中国水利学会水文专业委员会主办 ，河海大 

学承办，长江水利委员会水文局、黄河水利委员会水文局、江苏省水利厅协办．会议的主要议题是：①水文基 

础理论(水文循环、产流汇流、洪水不确定性分析 、水动力学等)；②水文预报技术(水文作业预报、分布式水文 

模型、洪水预报系统 、城市雨洪模型等)；③水文信息技术(水文信息采集与处理 、数据库管理、信息共享 、3s 

技术的应用等)；④水资源可持续利用和水环境保护等． 

本次会议面向全国征集论文，会议人选论文将 由出版社正式出版论文集 ．会议联系：210098，南京市西康 

路 1号 ，河海大学科学研究院，电话 ：025—83787166． 
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