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摘要：简介线性回归最小一乘解的原理、绝对残差和最小原则 (以实例说明在有异常点和无异常点
情况下，线性回归最小一乘解与最小二乘解的异同，并分别用不同的最小一乘解方法求解回归方

程，比较其最小绝对残差和 (结果表明：最小一乘法的回归方程较之最小二乘法具有绝对残差和
!*+,最小的优越性，不会因特异点而使预报方程导致较大误差 "在无异常点的情况下，通过均值点
回归方程的最小一乘解和最小二乘解，!*+,值基本接近；在有异常点的情况下，最小二乘解的 !*+,

值明显大于最小一乘解的 !*+,值 "回归方程的最小一乘解算法，以不通过均值点而通过某一点的
!*+,值较小，其中，搜索试算法的 !*+,值最小，但该方法有选取初值的问题 "
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! 最小一乘法与最小二乘法

在水文分析、工程计算与预测预报中，线性回归

模型应用比较广泛 "回归模型参数大多采用最小二
乘法估计，即

# $ % & ’( （$）
式中：% 和 ’ 为待定参数 "数理统计中，按照最小二

乘原则确定 % 和 ’，即使"
)

* 0 $
"#*

! 值最小 " # 0 % 1 ’(

为通过均值点的直线 "最小二乘法要通过一系列计
算方能求得参数 %，’，!(，!# 和 + "但基于最小二乘
法的回归分析有时很不理想，特别是样本数据较少，

并含有个别异常点时，会使回归方程产生较大偏差，

亦会因此而导致预测预报的失误 "
采用绝对残差和最小原则的最小一乘法，其回

归直线为中直线，不会因迁就特异点据而产生较大

偏差 "一般最小一乘法的目标函数为

!*+, $ "
)

* $ $
#* , % , ’(* （ * $ $，!，⋯，)）（!）

其中，! 与 ’ 的关系为分段线性函数，极值点在各分
段的端点，并且每一端点对应于一个 ’ 值 "即

’* $ #* - (* （ * $ $，!，⋯，)） （.）
将 ’ 值从小到大排列，即

’$# ’!# ’.#⋯# ’) （"）

绘制 ’ 与 ! 关系曲线（图 $）"由此可得 !*+,时

的 ’ 0 ’+ 值 "此即式（!）中的最小一乘解 "按式（"）顺
序，找到式（.）中相应的 (* 与 #* 值，记为（ (.，#.）"然
后将式（!）右端分段，同时按 ’.（ . 0 $，!，⋯，)）的顺
序排列，即

#$ , ’($ ， #! , ’(! ，⋯， #) , ’() （)）
当 ’#’$时，式（)）各项为正值，有

! $ "
)

* $ $
#* , ’"

)

. $ $
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由此可见，在 ! 与 ’ 的线性关系中，直线的斜率为

/# 0 2"
)

. 0 $
(.，见图 $中曲线左端 "

图 $ ! 3 ’ 相关曲线

当 ’$# ’# ’! 时，式（)）的第 $项 #$ 2 ’($ 4 #，
其余各项均为正值，于是有：

! $ ’($ , #$ &" #. , ’" (.

此段斜率为
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!! " #! $% & $! " !" & #$!
显然有：

!! ’ !" ，!# " !! & #$#， !# ’ !!

并有： ( ’ (!时，!" " #! $% ’ "

(! ’ ( ’ (#时，!! " !" & # $! ’ "

()#! ’ ( ’ () 时，!)#! " !)## & # $) # ! ’ "

() ’ ( ’ ()&!时，!) " !)#! & # $) * "

( * (+ 时，!+ " !+#! & # $+ * "
当分段直线的斜率有 !) $ ! % " 变到 !) & " 时，

则出现 ,’()及相应 () 值（图 !），此即为问题的解 -

! 无异常点时线性回归方程的最小二乘解
和最小一乘解

若已知某河流上游甲水文站的最大流量，可用

回归方程来预报该河流下游乙水文站的最大流量 -
表 !为某河流上下游甲、乙水文站的最大流量关系 -
.下 为甲水文站的最大流量系列，$上 为乙水文站的
相应最大流量系列 -根据最小一乘法公式逐步求解，
无异常点的回归方程为 . * !+,,$ $ -.，,/0+ *
/01+#- -根据最小二乘法公式逐步求解（无异常点）
得 1 * $ 0.+!，( * !+!1.，) * "+..! -回归方程（均通
过均值点（!!0!，!#,/））为

. " !+!1.$ # 0.+!，,’() " /0,+2.0 （,）
由上再计算 $2 * $ $"$，.2 * . $".，于是回归方程写
成：.2 * (%$2，其中 (% * .02 3 $02，$% 为与 (% 对应的值，
从小到大排列 -
表 !

###

某河流甲、乙水文站的最大流量系列

序号 $上 3’/ .下 3’/ 序号 $上 3’/ .下 3’##

/

##! !0." !--" . !/2" !0/"

### !!-" !#." !" !"2" !!""

##/ !0"" !,-" !! !!!" !#0"

##1 !#/" !/0" !# !"." !#0"

##0 !"!" !!1" !/ ,1" ,,2

##, !#." !1!" !1 !"." !!/"

##- .0. !"," !0 !!/" !#/"##

2 .., !!"" 均值 !!0! !#,/ -#"

由斜率计算式可得：

!" " #! $% " # #0"2

!! " !" & # $! " # !12,

!# " !! & # $# " # !!"#

!/ " !# & # $/ " # -.#

依次计算，当 % * !" 时，!% 变号，于是有 () * (!" *

!+!,, -通过均值点的回归方程为
. " !+!,,$ # -.， ,’() " /01+#- （-）
比较式（,）和（-）可见，,’()最小一乘解较最小

二乘解小，且计算简捷方便 -

" 有异常点时线性回归方程的最小一乘解
和最小二乘解

上例中，序号 /（!0""，!,-"）为正常点，而原来是
因洪水期间防洪堤决口而出现的异常点据（!0""，
!1."）-现仍按异常点据分别求最小一乘解与最小二
乘解（图 #）-

#$ 通过均值点的回归方程 -由于最小一乘解与
最小二乘解均通过均值点（!!0!，!#,/+#），所以有最
小一乘解为

. " !+!,,$ # .!+!， ,’() " 02"+1/ （2）
最小二乘解为

. " !+",0$ & #0+1， ,’() " ,"-+#-0 （.）
可见，在有异常点情况下，两者回归方程截然不

同 -最小二乘解的 ,’()值明显大于最小一乘解的

,’()值 -

图 # 回归方程比较

%$ 搜索试算法的最小一乘解 -取 1 的初始值
1"，得 (0 *（.0 $ 1"）3 $0，进行与上例同样的计算，得
到相应于最小 ,’()时的值，再设定若干个 1，进行同
样的计算可搜索到最终解，即最小 ,’()时的 ( 值 -回
归方程为

. " !+!11$ # 0"， ,’(’ " 0!"+, （!"）

&$ 通过任一点的最小一乘解 -目标函数：, *

! .0 $ 1 $ ($0 ，通过某一数值点（$/，./）的回归方
程为 1 * ./ $ (/$/ -在本例中，先设（ $/，./）*（ $0，
.0），0 * !，#，/，⋯，+，并计算 $2 * $0 $ $/，.2 * .0 $
./ -
用同样方法可求得 $2，.2的回归方程与 ,’()值 -

共进行了 + * !0次计算，取 ,’()最小的解 -经计算比
较，以通过点（!/2"，!0/"）的 ,’(’值最小 -回归方程为
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! " !"!#$# $ #%"&’， %()( " %$$"** （!!）
比较式（’）+（!!）可见，以搜索试算法的 %(),值最

小，通过任一点的最小一乘解 %(),值次之，而通过均值

点的最小一乘解和最小二乘解 %(),值均不为最小 &

! 结 论

比较计算结果可知：!在无异常点的情况下，通
过均值点回归方程的最小一乘解和最小二乘解，

%(),值基本接近 &但最小一乘法较最小二乘法计算
简捷方便；"在有异常点的情况下，通过均值点回归
方程的最小一乘解和最小二乘解，回归方程迥然不

同，最小二乘解的 %(),值明显大于最小一乘解的

%(),值；#回归方程的最小一乘解计算方法，以不通
过均值点而通过某一点的 %(),值较小，其中，搜索试

算法的 %(),值最小，但该方法有选取初值的问题 &只

有在确定通过均值点的回归方程后，进行搜索试算

才较为方便，有时还会遇到多次搜索试算的问题；

$通过某一点（#’，!’）-（#(，!(）回归方程的最小一
乘解要进行多次运算，工作量较大，但可一次成功，

%(),值也较小；%最小一乘法的回归方程较之最小
二乘法具有绝对残差和 %(),最小的优越性，不会因

特异点而使预报方程导致较大误差 &因此，值得推广
使用 &
（本文曾得到张善余老师的指导，特此致谢 &）
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（上接第 %*页）应将权重的选择与施工实践相结合，
不断修正各个指标对应的权重 &
笔者采用前述的 334567付款系数计算方法，

并结合专家调查法（业主、施工单位和科研机构专家

各占 ! ) *）确定出 % 个关键的质量性能指标和相应
的权重，计算了江苏省两条已投入使用的高速公路

———公路 !、公路 $的某个标段的付款系数（计算过
程略），见表 !和表 $ &
表 ! 公路 !某标段中、下面层 *89值计算结果

所在面层
*89

样本 ! 样本 $ 样本 * 样本 # 样本 %
下面层 !"1!1 !"1$# !"11! !"1!! !"11:
中面层 1"&2’ !"1*2 1"&** 1"2&2 1"2&$

表 $ 公路 $某标段中、下面层 *89值计算汇总

所在面层
*89

样本 ! 样本 $ 样本 *
下面层 !"1!% !"1!1 1"&#’
中面层 1"&21 1"&$# 1"&!%

施工中连续 ’次试验的作为一个样本，即子样本
大小 + 为 ’ &选用的质量性能指标为：级配、油石比、
空隙率、压实度；权重选择为 1"*，1"$，1"*，1"$ &由于施
工数据不完整，两个路段选择的样本数量不相等 &
从表 !和表 $可以看出：下面层的 *89基本大于

!，中面层的 *89基本小于 !，说明下面层施工质量明
显好于中面层的施工质量 &公路 !某标段下面层的
第 $个样本的 *89远大于下面层其他样本的 *89，同

时，公路 $某标段下面层的第 *个样本的 *89远小于

下面层其他样本的 *89 &从目前这两条路段的使用
情况来看，计算结果与实际情况相符，即计算出 *89

较高的路段，其使用情况也较好，反之亦然 &这表明
采用付款系数进行验收支付是合理可行的 &

! 结 语

最终产品规范采用与质量直接相关的付款系数

进行验收支付，更好地体现出“优质优价”的思想，并

成功实现了以经济杠杆来控制产品质量，使沥青路

面施工管理更加规范、合理 &我们要在综合分析国外
最终产品规范的基础上，总结出其中科学合理的因

素，结合具体试点项目，研究制定适合江苏省实际情

况的最终产品规范，并分析其应用对工程造价、质

量、施工以及管理所产生的影响，然后分阶段推广应

用，进一步提高沥青路面施工水平和路面施工质量 &
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