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非连续变形分析方法的研究及应用现状
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摘要：介绍三维非连续变形分析（(()）的基本理论及工程研究现状，着重介绍接触模型分析及三维
增广拉格朗日子块体接触公式，总结了 (()在岩石力学特性分析、岩体变形分析、边坡稳定分析、
岩体工程加固、岩体开挖、地壳运动研究、湿砂造型等诸多方面的理论和应用状况及进展，并对其发

展方向进行了初探 ’
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非连续变形分析（(012345046361 (7839:;5034 )4;<=
>101—(()）方法作为一种新的数值计算方法，与离
散元（(?@）方法一起已成为非连续体数值解析方法
中的代表 ’二维 (()法已经形成了比较完善的理论
体系，以其完备的块体运动学理论及数值实现、严格

的平衡假定、正确的能量耗散过程和较高的计算效

率，正被诸多领域的研究者所接纳采用，已广泛运用

于岩石力学特性分析、岩体变形分析、边坡稳定分

析、岩体工程加固、岩体开挖、地壳运动研究、湿砂造

型等与岩石或块体结构不连续特性相关的工作中，

在研究非连续块体系统位移和变形中发挥着不可估

量的作用 ’
随着实际工程应用要求的不断提高，仅局限于

平面应变或平面应力问题的二维 (()法，不能完全
反映实际变形和特性，国内外一些学者已开始三维

(()的研究，并取得了很大的进步 ’二维有限元提
出后不久就成功地推广到了三维，而这对 (()法要
复杂得多 ’三维情况下由于块体之间的接触关系十
分复杂，突出的问题就是难以建立三维 (()的接触
理论，因此，三维 (()的研究还未完善，还未形成一
套完整的可以支配诸多三维块体之间的完整的接触

理论［$ A B］’
本文就三维非连续变形分析方法的一些研究情

况和相关理论，以及 (()的新应用和新发展状况加
以总结 ’

! 基本理论

!"! 基本思想
(()方法是由石根华博士［B］提出的，其目的是

研究非连续块体系统不连续位移和变形 ’主要分析
对象是大小不同、形状任意的弹性块体集合体，以其

天然存在的不连续面（如岩体的节理、断层，砂砾之

间等）分割集合体，形成形状任意的单个块体单元 ’
块体相互接触可以抽象为角、边、面三者任意组合而

成的 .种形式之一，加入接触力，通过相互接触和位
移约束，有机地关联形成块体系统 ’引进了运动方
程，运用最小势能原理把块体之间的接触问题和块

体本身的变形问题统一到矩阵中求解 ’
(()方法把静力和动力分析结合在一起，可进

行正、反分析 ’从变形的角度研究块体的稳定性，不
仅允许块体自身有位移和变形，而且允许块体间有

滑动、转动、张开等运动形式，从而能够计算多块体

系统的大位移、大变形，能够较真实地反映实际破坏

情况 ’计算的变形是不连续的，且考虑变形有一时间
过程，是动态的［" A &］’
!"# 位移和变形
通过对单元块体的每一荷载步或时间步的小位

移、小变形累计，得到块体系统的大变形和大位移 ’
假设每个块体处处具有常应力、常应变，于是块体中

的运动及变形可以由以下 $!个参数所决定：
!! "［##，$#，%#，!#，"#，##，$&，$’，$(，#&’，#’(，#(&］

+

（$）
式中：!! 为第 ! 块体的位移变量，则块体中任意一
点（&，’，(）的位移可表示为

#
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%

" "!（&，’，(）!! （!）

·$$$·



其中

!!（ "，#，$）%

! " " " （ $ & $"） &（ # & #"）（ " & ""） " "
（ # & #"）

# "
（ $ & $"）

#

" ! " &（ $ & $"） " （ " & ""） " （ # & #"） "
（ " & ""）

#
（ $ & $"）

# "

" " ! （ # & #"） （ " & ""） " " " （ $ & $"） "
（ # & #"）

#
（ " & ""）













#

（""，#"，$"）为质心 ’ !!（"，#，$）是块体变形的全一阶
近似式，可反映块体平动、转动、只有正应变或剪应

变等复杂应力状态下的位移情况 ’
!"# 总体平衡方程
通过块体之间的相互约束以及位移和应力约

束，把若干个单个块体有机地组成一个块体系统，依

据位移和变形变量之间的关系以及块体系统的势能

最小原理，设有 ( 个块体，推得平衡方程为
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由于每个块体有 !#个自由度，所以 "!*是 !# %
!#阶子矩阵 ’ #! 和$! 均为 !# % !阶子矩阵，+! 则是

使块体发生刚体运动和产生变形的外荷载 ’ "!!完全

取决于 ! 块体的材料特性和几何尺寸，而 "!*则由块

体 ! 和块体 * 的接触条件所决定：块体 ! 和 * 不接触
时"!* & "，反之 "!*!"（与两块体的几何形状、材料
特性有关）’
由常应变位移模式，根据变分原理，总体平衡方

程可以通过对应力及外力（包括惯性力和阻尼力）作

用下的总势能!, 求导（即总势能最小）得出：

"!* % "#!,

"-.!"-/*
.，/ % !，#，⋯，!# （’）

$! % &"!,

"-.! #! % "
. % !，#，⋯，!# （(）

!"$ 接触模型
三维接触情况较二维情况要复杂得多，从二维

推广到三维的难点在于接触进入理论的建立，这个

理论必须预先提供最先进入面的判定和接触界面满

足无侵入以及无拉伸的约束条件的解决方法 ’石根
华提出了最先进入线理论，运用罚函数方法成功地

解决了二维 ))*的接触问题 ’三维情况由于相邻子
系统（子块体）之间相互作用力的作用点、作用方向

和大小都未知，相对位移满足的约束条件也是变化

的，目前尚未发展成熟 ’所有的接触类型有：凸角与
凸角接触，凸角与凹角接触，角与边接触，角与角接

触，边与边接触，边与角接触，面与面接触等，只要能

够准确地找出最先进入面，便可以将它们都转化为

角与面接触［+ , -］’以块体之间天然的不连续面为解
除界面，接触面满足无拉伸和无嵌入的接触条件，满

足 ./0123/45/67准则，在接触点处假想施加刚度很
大的法向和切向刚硬弹簧 ’如图 !所示 ’

图 ! 块体接触模型

解决摩擦接触问题常用重复试错法、惩罚法、拉

格朗日乘数法、数学规划法等数值分析方法 ’文献
［+，-］分别运用罚函数法和矢量法推导了摩擦接触
问题和角 面接触模型的计算方法 ’文献［!+］将柔性
弹簧引入 ))*，柔性弹簧和刚性弹簧共同作用 ’文
献［!8］采用增广拉格朗日法与 $参数 ./0123/45/67
准则推导了二维接触子矩阵公式 ’这里给出了三维
增广拉格朗日法模拟子块体接触的公式 ’
用补偿值模拟接触弹簧刚度，用拉格朗日乘子

模拟接触力 ’设块体中任意两相邻的块体 ! 和 *，接
触点为 0! 和 0# ’对点 0!，其水平、垂直、轴向的位

移分别为 1，2，3，在 "，#，$ 三方向分别引入拉格朗
日乘子""，"#，"$ 以及一个补偿值4，则第 5 次迭代
时子块体接触力引起的应变能为

!6 % !6" 7!68 （9）
其中，!6"为迭代拉格朗日乘子引起的应变能，

!6" % ""5 "#5 "[ ]$5
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!68为补偿约束引起的应变能：

!68 % 4
#
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% 应用现状

))*法与离散元法（):.）及刚体 弹簧法
（;<=.）并称为分析、研究块体系统运动和变形的三
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大方法，应用范围相当广泛 !
!" 在岩土工程方面 !岩体（天然岩体、重塑岩体

等）内部存在节理、裂隙、断层、软弱接触带、剪切带

等各种不连续面，是典型的非连续体，正是这些各向

异性的裂隙结构面间发生滑动、开裂等而引起主要

变形，岩体本身的变形很小 !与将岩体的非连续介质
等效为连续介质处理的传统有限元方法不同，!!"
法形成的计算网格与岩体的物理网络一致，每个计

算网格覆盖一块被裂隙切割的块体，各块体相互独

立，计算上是不连续的 !块体之间在力学上的连续性
取决于裂隙的变形条件：当裂隙滑动（剪切破坏）或

开裂（拉力破坏）时为不连续；当裂隙不错位及闭合

时为连续 !因此，!!"法可以反映岩体的连续或不
连续的具体部位，可计算破坏前的小位移和破坏后

的大位移，对滑动、崩塌、爆炸及贯入等问题十分有

效，特别适用于极限状态设计计算［#$，#%，#& ’ ()］!
岩石开挖中，文献［#& ’ (*］运用 !!"法分别就

采动岩体结构中的“三铰拱”结构模式和邻近开挖爆

破所产生的震动对竖井稳定影响问题进行了模拟；

文献［(+］将 !!"法应用到地下工程中，定量研究了
非连续围岩体位移影响因素的变化规律 !
文献［(,，()］用 !!"法将温度变化转化为等效初

应力来求解节理岩体热应力问题，是对 !!"理论体系
的补充，增强了 !!"方法解决实际问题的能力 !

#" 在边坡稳定分析、拱坝坝肩（基）抗震稳定分
析、有缝重力坝、面板堆石坝的坝基稳定研究等方

面，文献［(- ’ *#］对 !!"的边界约束进行了推广，
并应用到节理岩质边坡变形规律的数值模拟中，得

到了模型试验的良好验证 !文献［*(］利用 !!" 和
!./方法研究了三峡永久船闸高边坡长期变形和
稳定 !文献［**］鉴于面板堆石坝中堆石颗粒之间以
及堆石体与面板之间的位移不连续，用 !!"法，从
模型试验与数值分析两个方面探讨了面板坝的动力

破坏过程及其破坏形态 !文献［*+］建立了适合于有
缝结构的离散多体系统的非连续变形计算力学模

型，并应用于有缝重力坝的静态应力与变形分析中，

为判断坝体缝隙的工作状态与界面应力提供了可能

的途径 !文献［*%］应用 !!"和 0./耦合方法研究了
碾压混凝土重力坝的动力反应 !文献［*,，*)］扩展了
!!"对于水压力、扬压力等荷载矩阵以及抗滑稳定
局部、整体安全系数的求解方法，为重力坝抗滑稳定

安全分析提供了一种能同时得到局部安全系数分布

和整体安全系数的新方法 !
$" 在大坝变形监测系统技术方面，利用 !!"

法以及陈光齐改进的 1!!"（1223 24 !!"）法，可以计
算模型中具有多条断裂的情况，不断调整模型中断

裂设置和受力状态，能展示所探测的模型受力状况，

对于坝况安全性研究是很大的进步［*-］5
%" 文献［*&］运用 !!"法研究裂隙渗流对岩体

边坡的稳定产生的影响问题 5考虑裂隙水的流动及
渗流压力和岩石变形的耦合作用，推导了考虑裂隙

情况下岩石系统的瞬时平衡方程及对任意裂隙进行

安全评价的局部安全系数，可对岩体整体及每一条

裂隙进行稳定安全性评价，从而找出威胁岩石边坡

稳定的最危险部位 5
&" 随着地球动力学的发展，在研究地壳块体运

动规律时需对全球观测数据进行统一的力学解释，

此时研究区域内部因不同板块间边界动力作用而形

成了一系列断裂带，是不连续的，利用 !!" 法对
678解算的位移进行分析，可以得出块体变形的总
体轮廓、主应变率、最大剪应变率、块体绕各自重心

的旋转量、平移量，块体之间的相对运动等信

息［+$ ’ +%］5文献［+$］提出了基于 !!"理论利用地壳
变形推测资料解算块体运动及其应力场的“位移荷

载法”；文献［+*］用 !!"法模拟了伽师强震群前后
该地区地壳运动和应力应变的变化过程，得到了良

好的结果 5
’ " 在其他领域的应用 5松散砂模型材料不连

续、材料非线性和几何非线性并存，砂粒之间不连续

却又相互接触，是典型的离散问题 5文献［+,］率先应
用 !!"法实现了有限元法所不能做到的有色分格
试验中湿砂的实际运动模式模拟，很好地解决了湿

砂造型空气冲击紧实过程的数值模拟问题 5
有限元和边界单元法不能充分模拟冰的脆性破

坏、压碎以及冰碎块的大位移和冰碎块之间的相互

作用，文献［+)］首次尝试运用 !!"法模拟海冰与结
构的动力相互作用过程，结果喜人 5
针对建筑物爆破设计中失稳和倒塌范围，文献［+-

’%$］将失稳后的结构看作由不连续块体组成的块体
系统，利用 !!"法进行建筑物（混凝土结构、钢结构、框
架结构等）拆除爆破和台阶爆破的数值模拟 5

(" 对于三维 !!"，文献［+ ’ #*］进行了专门的
研究，但由于理论不成熟，实际应用还较少 5文献［-］
对三维的锚杆模拟建立了简化计算模型，并给出了

相应的算法和公式 5文献［#*］另辟捷径，以二维 !!"
法为基础，用改进的平面模型和等效应力方法考虑

空间影响，建立了两种以平面模型解空间问题的计

算方法 5

) !!"方法的发展和应用前景

)*+ 在理论研究方面
对于三维接触模型问题，现在还没有形成完整

·*##·



的、成熟的理论体系，各种接触类型的简化和分析还

处在开始研究阶段，对于空间的最先进入面确定的

研究，尚未形成规范的理论 !这方面的进展将大大推
进 ""#法的应用效率和拓宽其应用空间 !
适用于三维块体不连续问题的 ""#算法的集

成应用程序的开发，使其能够方便地与其他分析软

件连接，达到综合评价的目的，使其应用领域进一步

拓宽 !
""#模型将岩体完全离散化，而岩体实际上是

包括岩石和结构面在内的复杂结构体，将 ""#模型
与连续介质力学数值模型结合起来，应该是 ""#模
型工程应用研究的一个重要的发展方向 !
!"# 在工程方面的进一步推广应用

$% 泥石流是高浓度低切变率两相流运动，从其
运动槽子试验中可发现，诸多情况下颗粒之间是相

互紧挨着挤压滑动并逐步向前推移，颗粒浓度越高，

越挨近床面，这种情况越明显 !因此，不能只考虑颗
粒碰撞作用，还必须考虑接触挤压、摩擦滑动的作

用，并且每个颗粒的滑动方向、滑动速度、颗粒接触

面间压力和阻力都随时间而变化［$%，$&］!对此复杂的
相互接触问题，一般的有限元法或离散单元法不能

得到切合实际的计算结果，鉴于 ""#法的优点，笔
者认为可尝试应用 ""#法研究泥石流运动 !

&% 在裂隙岩溶地区中，用 ""#法求解岩溶管
道 裂隙 孔隙的三重介质模型，更好地解决裂隙渗

流问题 !
’% 与 ’()数据共同为研究地壳运动，震前和震

后块体应力变化情况，以及地震预报等方面的工作

提供有力的手段和依据 !
(% 对于拱坝坝肩抗震稳定分析的研究，尤其是

高拱坝的坝肩稳定问题，运用 ""#法的文章很少，
是否可以尝试在拱坝的形体优化和拓扑布局优化中

运用 ""#法，充分考虑介质的不连续性，从而得到
更合理的优化结果 !
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