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摘要：简述弹性力学问题从 Lagrange体系向辛体系过渡的思想，介绍辛体系的几种求解方法，按解
析法、半解析法、完全数值方法、动态问题等几个方面对辛体系的研究进展进行综述，分析了目前已

取得的研究成果并对其水平作了相应评述，对辛体系的发展趋势作了展望 .研究结果表明，辛体系
用对偶的两类变量（位移和应力）进行求解，具有 Lagrange体系无法比拟的优越性，其发展前景非常
广阔 .
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Abstract：A brief introduction was given to the idea of transition of the Lagrange system to the Symplectic system in elasticity and
several methods for solving the Symplectic system. Some advances in research of the Symplectic system were summarized in the
aspects of the analytical method，semi-analytical method，entirely numerical method，and dynamic problems. Based on an analysis
of the research result about the Symplectic system，the development level of the system was commented，and the trend of its further
development was discussed. The research shows that the Symplectic system is superior to the Lagrange system because of its
adoption of the dual variables of displacement and stress，and that the Symplectic system is of wide prospect in future.
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弹性力学问题的求解一直是其发展的一个“瓶

颈”，传统的解析求解方法都是在一类变量的范围之

内进行的，其思路总是用各种方法对未知函数予以

消元，得到一个高阶偏微分方程后再对未知函数求

解，属于 Lagrange体系，通常采用半逆法求解 .近几
十年弹性力学问题的数值方法发展迅速，出现了有

限差分法、有限元法等十多种数值分析技术 .然而，
这些数值方法都是在 Lagrange体系下发展起来的，
因此，无法突破该体系自身的局限性 .

20世纪 90 年代，冯康教授等［1 ～ 3］经过深入研
究，将辛算法应用于动态问题的计算，显示了辛体系

（Hamilton体系）的优越性；钟万勰教授等［4 ～ 10］则将
辛体系引入到弹性力学中，建立和发展了弹性力学

辛体系 .

1 导向辛体系

将弹性力学问题从 Lagrange体系导向辛体系有

几种途径，下面简述从势能变分原理导向辛体系的

思想［9，10］.
首先将某一坐标模拟为时间坐标，并用一点代

表对该坐标的微商，采用勒让德（Legendre）变换引入
位移的对偶变量，然后将 Lagrange体系中弹性力学
问题的总势能表示为位移及其对偶变量（应力）的形

式，由势能变分原理即得 Hamilton对偶方程组，它是
含有位移和应力两类变量的一阶正则方程组；再引

入全状态向量、单位辛矩阵、Hamilton算子矩阵并定
义辛内积，则全状态向量组成一辛几何空间 .这样就
完成了从 Lagrange体系向辛体系的过渡，其意义在
于从传统的欧几里得（Euclidean）几何形态进入到辛
几何形态之中，可以应用对偶的混合变量方法进行

研究 .
弹性力学的 Hamilton对偶方程组也可由基本方

程推得，或通过引入 Hamilton密度函数而直接写出
其 Hamilton对偶方程的矩阵向量形式［10］，还可由其
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他变分原理（如 Hellinger-Reissner变分原理、最小余
能原理、广义余能原理）推得［11］.

2 弹性力学辛体系求解方法

进入辛体系，将弹性力学方程化为 Hamilton 对
偶方程后，可采用解析法、半解析法、全区域离散的

完全数值方法进行求解 .
解析法可利用分离变量法和本征函数展开求

解 .对于齐次问题，用分离变量法进行求解 .对于非
齐次问题，可采用先求一个特解，再将原问题化为齐

次问题；或者利用 Hamilton算子矩阵的本征向量间
存在的共轭辛正交关系，将非齐次项按本征向量展

开，然后代入原方程就可求得通解，再根据边界条件

确定常数［9，10］.
半解析法的思路是在一个方向（“纵向”）采用解

析求解，即仍保持为微分方程的形式，在纵向求解微

分方程组，而在其余方向（“横向”）予以离散，采用数

值方法求解 .以基于 Hellinger-Reissner变分原理的半
解析法为例，其思想是对某一方向进行离散，划分单

元后，对任一单元引入形函数，由 Hellinger-Reissner
变分原理可得该单元的一组方程，容易证明，离散后

仍属于辛体系 .把所有单元的列式拼装在一起，就可
得到半解析法的控制方程 .求解该方程可采用辛本
征向量展开法以及两端边值问题的逐步积分

法［9，12，13］.
基于 Hellinger-Reissner变分原理的有限元法的思

想是对全区域进行离散，并引入形函数，由 Hellinger-
Reissner变分原理，得单元控制方程，可以证明离散后
仍属于辛体系 .将单元控制方程叠加，得到整体控制
方程，对其求解，就可得到原问题的数值解［14］.

3 研究进展

弹性力学辛体系已经建立，辛体系给弹性力学

这门古老的学科带来了勃勃生机，使弹性力学的理

论与分析达到新的境界，为解决工程实际问题增添

了新思路、新方法，从此开辟了弹性力学问题理性求

解的新天地，显示出强大的生命力，取得了丰硕的研

究成果 .
3.1 解析法
传统的分离变量法会受到 Sturm-Liouville 自共

轭算子谱的限制，本征函数的正交性和完备性在理

论上不能得到保证 .辛体系下弹性力学问题的本征
向量之间存在共轭辛正交关系，现已从理论上证明

了辛正交系的完备性，从而突破了传统的分离变量

法导致自共轭算子谱的限制和 Euclidean 空间的限
制，为辛体系下的分离变量法奠定了坚实的数学基

础，拓展了 Sturm-Liouville问题［15，16］.
找到了直角坐标下平面弹性问题（包括平面各

向异性问题和多层层合板问题）、弹性柱体（包括各

向异性柱体）三维问题的全部圣维南问题的本征解，

也找到了圣维南原理所覆盖的解的本征值，并给圣

维南解在整个解空间中定了位：Saint-Venant半逆法
求得的解已是零本征值相应解的全部 .根据本征值
和边界条件，可定量分析具体问题中圣维南原理所

覆盖解的影响范围 .通过零本征值的本征向量子空
间的展开求解，对这些问题给出了圣维南问题的一

个理性解析解法［9，10，17 ～ 19］.
辛体系中，各向异性弹性问题的求解与各向同

性问题的求解在本质上没有区别，而对于多层层合

板圣维南问题，也成功地求得了解析解，为层合板问

题的横向本征向量展开解法的实际应用打下了良好

的基础，充分显示了弹性力学求解辛体系的有效性

及其应用潜力，必将对弹性力学的发展产生重要影

响 .在Lagrange体系中，由于采用一类变量，在表示层
合板问题界面位移连续条件与应力平衡条件时面临

困难，给解析求解带来许多难点问题，因此没有也不

太可能有令人满意的求解和理论分析 .在辛体系下
采用两类变量，可用两个位移和两个连续的应力分

量作为基本未知量，而不连续的应力分量不作为基

本未知量，能准确地模拟层交界面的黏合情况，从而

考虑了剪切效应的影响，使计算结果更符合实际情

况，对于一般各向异性材料也能进行解析求解 .因
此，对于复合层板、碾压混凝土坝、成层地基的计算，

辛体系的求解方法有广泛的应用前景 .
辛体系引入到极坐标平面弹性问题，将径向及环

向分别模拟为时间坐标，建立了两种不同形式的辛体

系，给出了圆形及环扇形域平面弹性问题的一个解析

求解方法［7，10］，将其应用于弹性曲梁问题，可解决

Lagrange体系半逆法无法求解的混合边值问题［20］；应
用于弹性楔问题，求得了弹性楔的佯谬解［21］.在环向
辛体系下，求得了极坐标弹性力学问题的一个新

解［22］，利用这个新解可求解一类有实际意义的弹性

力学问题，如厚壁圆筒受非均匀水压力作用问题、悬

臂曲梁外侧受正弦分布径向荷载作用的问题 .传统方
法在求解圆筒受水压力作用的问题时，总是将水压力

视为均匀分布，因此，辛体系下的这一新解不仅能丰

富弹性力学求解的内容，更能显示辛体系的优越性，

并给出了一个求解弹性力学非齐次边界条件问题的

一般方法，即放弃齐次边界条件，这一方法是对辛体

系分离变量法的一个发展 .
将极坐标径向辛体系应用于断裂力学奇点解的

计算，采用本征函数向量展开的方法再结合变分原
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理，研究了两种材料组成的弹性体在交界面上含裂纹

时的裂纹尖端奇异场［23］.对于这类问题，在 Lagrange
体系中常采用复变函数法、积分变换法、本征值求解

等方法 .对于更一般的复杂问题，则采用有限元一类
的数值方法，此时必须对奇点处进行特殊处理，各种

处理方法各有其优缺点 .而在辛体系中，通过双材料
界面协调条件的引入，可十分方便地建立应力奇性求

解方程，给出了求解双材料界面裂纹尖点应力奇性的

一般表达式及应力强度因子的计算公式，为此类问题

的求解开辟了一条新途径 .与有限元一类数值方法相
结合，可对较复杂的问题进行求解 .
辛体系应用于轴对称问题，建立了本征方程（变

系数的线性常微分方程组），求解了本征解，为展开法

求解奠定了基础［9］.传统方法得到的一些解往往就是
这些本征解或者是其线性组合，辛体系的方法则可求

解更多的问题 .更重要的是这些本征解是展开法的基
底，在推导无限元时需要采用本征函数展开法，而传

统方法求得的孤立的解对此是无能为力的 .
基于平面弹性与薄板弯曲的相似性原理，将平

面弹性问题的辛体系及其辛几何理论直接引入到薄

板弯曲问题中，形成了薄板弯曲的辛求解体系［8，10］.
传统的纳维（Naiver）法、莱维（Levy）法等半逆法，对
于简支的各向同性板是非常有效的，而对于固支边

的情况，一般给出的不是本征函数 .为了提高精度，
通行的补救方法是增加级数的项数或进行迭代，对

复杂一点的边界条件则难于应用，尤其是对各向异

性板的弯曲问题 .辛体系的方法论解放了凑合法所
受的限制，不仅给出了对边简支矩形板与传统方法

完全相同的结果，还给出了对边自由和对边固支矩

形板问题的解，以及环扇形域问题的解，并且还可求

解各向异性板的弯曲问题 .
对弹性力学几种主要的变分原理在辛体系中的

表现形式进行的讨论，得到了辛体系中这些变分原

理相互等价和相应泛函可分为两类的结论［13，24］，指

出了基于 Hellinger-Reissner变分原理的模型本质上
是一种协调模型，而基于广义余能变分原理的模型

本质上是一种平衡模型，为基于能量变分原理的数

值方法打下了理论基础 .
对弹性力学辛体系中 Hamilton原理进行讨论，

得到了 Hamilton函数与广义动量的守恒律［25］.利用
这两个守恒律可帮助人们分析问题和解决问题，特

别是在数值计算时可用来判断计算结果的正确性及

控制计算精度 .
通过引入辛体系平面应力问题正则方程的

Galerkin变分方程，证明了相应广义解的适定性［26］，
从而为数值求解打下了理论基础 .

总之，Lagrange 体系下的半逆法是在一类变量
范围内进行求解的，它依赖于具体问题而缺乏一般

性，常使人无所适从，往往只能找到某些解而无法指

认共有多少个解，以及是否已全部找到，也说不清楚

其他的解应如何去寻找，例如局部效应的解等 .辛体
系在位移、应力两类变量范围内求解，从而可以采用

分离变量法、本征函数展开求解等有效手段进行解

析求解，有规律可循，属于理性的求解方法 .理性的
方法指出，局部效应的解就是本征值实部不为零的

解 .辛体系的分离变量法也有其缺点，主要是推导过
程繁琐，容易出错，尤其对于侧边受高次分布荷载作

用的问题，需逐步求解各次分布荷载对应的特解，再

形成通解，最后根据两端边界条件确定待定常数，即

使利用公式推导软件，工作量也很大 .
3.2 半解析法
与解析法所取得的研究成果相比，半解析法的

研究成果较少 .对平面直角坐标弹性问题，在辛体系
中基于 Hellinger-Reissner变分原理的半解析法，从理
论上证明了它的收敛性，研究了半解析法控制方程

的物理意义和单元特性，得出了广义动量的守恒

律［27］，并分析了半解析解所适用的区域 .将半解析
法应用于实际，成功求解了复合材料层合板的计算

等问题［12，28］.将辛体系引入到圆柱坐标系后，给出
了一个相应的变分原理，并基于该变分原理发展了

圆柱坐标系中的半解析法，成功求解了复合材料叠

层圆柱曲板问题［29］.
半解析法具有节点数和单元数少、精度高、处理

范围（边界条件）广等优点 .但是半解析法受到区域
形状的限制，目前其控制方程只能在端线和结线分

别相互平行的区域内得到，使能求解的问题受到了

极大限制，影响了在工程中的应用；另外，半解析法

求解时需要进行较多的矩阵运算，尤其在求逆上矩

阵一般不对称正定，导致计算工作量大，占用存储空

间大，且影响了计算精度 .
3.3 完全数值方法
目前，辛体系下的全区域离散的有限元法只作

了初步探讨，基于 Hellinger-Reissner变分原理发展了
有限元法［14］，突破了解析法和半解析法对区域形状

要求较高的限制，在理论上证明了解的收敛性，对有

限元法的误差估计进行了讨论，为有限元法应用于

工程实际奠定了基础 .
Lagrange体系下的有限元法进行计算时，虽然位

移的精度较高，但应力精度通常比位移精度低，如果

希望应力与位移有同阶的精度，则需进行特别处理或

采用特殊的单元类型 .辛体系的有限元法，以位移、应
力两类变量作为基本未知量进行求解，精度较高，但
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也存在计算工作量大，占用存储空间大等缺点 .
3.4 动态问题
辛算法在动态问题的稳定性方面和长期跟踪能

力上具有独特的优越性［2］，证明了只要算法形成与

分析都能在辛几何框架内，动态问题的解都会收敛

于真实解 .对于同一物理过程和规律，在各种不同形
式体系中的数学表述是等价的，但它们对研究及求

解同一问题却能提供不同的技术途径，从而导致实

践中并不等效的计算方法 .对于动态问题，Lagrange
体系不能很好地反映其本质特征，因此，传统的算法

中除了极少数的例外，几乎都不是辛的，它们都不可

避免地带有人为耗散性等歪曲体系特征的缺陷 .辛
算法提供了研究动态问题的正确途径，解决了动态

问题长期预测计算问题 .这一研究成果开创了将计
算物理、计算力学和计算数学结合的前沿研究领域，

产生了重大的国际影响，引发了国际上大量的后继

研究，包括弹性力学辛体系的建立与发展 .
将辛体系应用于平板轴对称振动问题，建立了

研究平板振动问题的辛体系方法，给出了单层轴对

称圆板的自振频率［30］.经典平板振动理论和平板修
正理论均有局限性，具有许多不足，例如局部振荡丢

失，难以分析层状介质力学问题等 .而采用辛几何求
解方法研究这类问题时，不必采用多项式位移模式

或应力模式的假设，因此不丢失振动模态，所得频率

参数精确，避免了经典平板理论所固有的误差，可有

效地分析结构的高阶振动模态 .辛几何方法也可用
于厚板结构的振动分析，能解决复合材料层合板壳

动力学问题 .
辛体系引入到非线性动力学问题［31］，利用精细

积分法进行计算，具有计算工作量小、精度高等优

点，并能很好地解释耦合振动、极限环形状与耗散函

数的关系等非线性动力学行为，这一研究成果表明

非线性问题也能导向辛体系 .

4 结 语

辛体系是建立在基本方程与解析求解基础上

的，自辛体系引入到弹性力学以来，解析法一直是人

们研究的重点 .由于辛体系中的解析法属于理性的
求解方法，一直求解下去，可得到很多有用的解答，

事实证明也能得到新的解答 .随着研究的深入，有理
由相信传统的半逆法得到的解都能在辛体系中找

到，并且能找到更多 Lagrange体系下难以得到的新
解 .对于球坐标等曲线坐标的情况，由于分离变量法
得到的本征方程是变系数的常微分方程组，给求解

带来了一定的难度，随着微分方程理论的发展，这方

面也将会有所突破 .辛体系中也存在类似于分析动

力学中的一些守恒性，如 Hamilton函数的守恒性和
广义动量的守恒性，这些守恒性有望在今后的理论

分析和数值计算中得到利用 .
目前半解析法受到区域形状的限制，未来随着

辛几何理论的发展，引入曲线坐标下的半解析法或

采用保辛仿射变换，可能突破这一限制；随着计算数

学的发展，有望建立一套精确、高效的算法，使半解

析法能应用于实际 .
工程中的问题一般具有复杂的区域和复杂的边

界条件，在相当长的时期内，采用完全数值方法仍然

是辛体系中的主要手段，有限元法未来必将在辛体

系的完全数值方法中占主导地位 .各种不同的形函
数对应力的精度和位移精度的影响也将在理论上得

到严格的证明 .在理论研究的基础上，辛体系有限元
法在将来有望系统化为通用分析软件，成为分析计

算工程问题的重要工具 .
辛体系也能引入有限差分法，在不久的将来，有

望建立适用于一般区域的差分格式，辛差分格式的

精度、收敛性和稳定性也将得到证明，辛体系有限差

分法有望成为继辛体系有限元法之后，又一个解决

工程实际问题的新的有效方法 .
由于极坐标径向辛体系适用于断裂力学中的奇

性研究，因此更复杂的问题，如奇性振荡问题，更多

种材料的结合点问题有望在辛体系中得到解决 .
辛体系在各向异性材料、板壳结构、弹性稳定理

论、结构振动、非线性等很多方面都有应用前景，还有

很多工作有待开拓 .总之弹性力学辛体系还有大量的
课题值得研究与开拓，其发展前景是非常广阔的 .
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（上接第 10页）
根据最大隶属度原则，分类结果：样本 1，4，5，6

归为第一类，样本 2 归于第二类，样本 3 归于第三
类 .分类结果与环境同位素、水化学分析结论一致，
样本 1，4，5为河水补给来源，样本 2 为当地降雨补
给，样本 3为河水和当地降雨的混合 .

3 结 论

a. 本文应用环境同位素、水化学分析方法对
5个典型堤段进行了地下水来源分析，得出其不同
补给来源的结论：江都船厂段 T1 号孔、小菜潭段
T23号孔、联盟庄码头 T29 号孔中的地下水为河水
补给来源，T5号孔附近的黑鱼塘水为当地降雨或近
期降雨形成的地下水补给，万寿宫段 T7号孔中的地
下水为河水和当地降雨的混合 .

b. 以往人们应用环境同位素调查堤坝渗漏时，
只能定性地说明问题［6］.本文尝试利用模糊聚类模
型，同时考虑聚类判断时样本指标特征的不同权重，

将 6个样本进行聚类定量分析，聚类结果与环境同

位素、水化学分析结论一致 .
c. 在堤坝渗漏加固工程中，调查清楚堤内地下

水（渗漏水）的来源，对防渗加固无疑具有极强的指

导意义 .
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