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无限域中的动力人工边界
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摘要:以二维出平面弹性波动为例，总结了几种常用的局部人工边界，即钻性边界、旁轴近似边界、

Higdon边界、叠加边界、透射边界和钻一弹性边界.分析了各种局部人工边界的优缺点，讨论它们之

间的相互联系，并对它们的精度和适用性进行了比较.最后介绍了局部边界尤其是高阶边界可能存

在的稳定性问题的研究进展.
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Dynamic artificial boundaries condition for infinite domain//HE Xiang-li, Ll Tong-chun( College of Water Conservancy and
Hydropower Engineering，Hohai Univ.，Nanjing 210098, China)
Abstract: Some local artificial boundaries for 2-D anti-plane wave motion were summarized, including the viscous boundary,

paraxial axial approximation boundary, Higdon boundary, superposition boundary, transmitting boundary, and viscous-spring
boundary. The advantages and disadvantages of the above boundaries and their relationships were discussed, and the precision and

applicability of the boundaries were compared. Finally, some advances in the research of the stability of local boundaries,

especially high-order boundaries, were introduced.

Key words: infinite domain; artificial boundary; local artificial boundary; stability of boundary

    当结构(如大坝等)在地震激励下振动时，波动

能量由结构传到地基，用有限离散模型模拟无限地

基时，将在人工截取的边界上发生波的反射，从而引

起波的振荡，导致模拟失真.解决这个问题最有效的

方法就是引人人工边界条件，为此许多学者提出了

各种人工边界〔11以解决有限截取模型边界上波的反

射问题.建立人工边界的方法，可广义地分为两类:

精确边界和局部边界[[2l.第一类方法使人工边界满
足无限域内所有场方程、物理边界条件和无穷远辐

射条件，如边界元法[[31、无穷元法[[41等.这类方法在

空间和时间上是祸联的，因此将对计算机存储量提

出较高要求并耗费较长的计算时间.第二类方法不

严格满足散射波向无穷远传播的波动性质，即不满

足向无穷远逸射的辐射定律，而是近似的，如勃性边

界[[51、旁轴近似边界[[6,71、透射边界[[81等.局部边界
在时间和空间上是局部解藕的，因而计算机存储量

小，计算时间短，具有良好的实用性.

1 局部人工边界

    局部人工边界因其计算效率高、实用性强而受

到关注，研究较多.这类方法的思路主要有3种，一

是从物理波动方程传播性质出发，二是从单侧波动

解的微分方程直接离散，三是从阻尼吸能的概念出

发建立边界点上力与速度的关系.文献【9]曾对几种

常用的局部人工边界条件进行了比较，鉴于近十几

年来这个领域又有了许多发展与突破，所以有必要

进行新的总结，揭示它们之间的关系.

1.1 翁性边界

    戮性边界由Lysmer等[[51于1969年提出，是最早
的局部人工边界，其思想是通过在边界上设置阻尼

器以吸收系统在振动过程中向外辐射的能量.

    这里以二维出平面弹性波动为例.二维出平面

弹性波动方程为
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式中:·为剪”波速，一Gc =,P，其中““““模量
P为质量密度.
    与边界法向成B角的外传平面波表达式为

It=f(XCOSB+ysinO一。:) (2)

式(2)满足波动方程(1).设人工边界与Y轴一致，如

图1所示.方程(2)也满足人工边界上外行单侧波动
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图1 以入射角B入射到人工边界的平面波

方程:

  c au   au    A
了一下石 万节 + 万万 = u
cosy 口x 。 c

(3)

在人射角0的一个小范围内，式(3)变为

所论人工边界点的法线(即x轴)的夹角越小，人工

边界的精度越高.同时，低阶旁轴近似适用于接近垂

直人射情形，随着近似阶数增高，旁轴近似覆盖的人

射角范围加大.该方法计算简单，计算机时花费少，

缺点是消除反射的有效性随着平面波人射角的加大

而降低.入射角小于600时，反射系数小于0.1;人射

角接近900时，人射波被完全反射，人工边界就完全

丧失了吸收入射波能量的能力.

1.3  Higdon边界

    Higdon[ to]基于波动方程的有限差分近似和单侧
平面波概念，提出了多向透射边界条件，近似模拟边

界处的外行波动，这一条件如下:

au    1 au 。
下尸-+ — 下，， = U
口x    c 口t

(4) [立(c  _acosoi ax·aat}]一。 (10)
这就是著名的豁性边界.式(4)也可用应力表示为

          刁u

T xz+PC丽
二 0 (5)

它的物理意义是在人工边界上布置一系列每单位面

积阻尼系数为PC的相互独立的戮性阻尼器.钻性边
界在人射角较大时误差较大，但是它简便实用、物理

概念清楚，且易于在程序上实现，所以曾获广泛应用.

1.2 旁轴近似边界

    1977年Clayto。等[[6.7]提出了旁轴近似的概念，
其实质在于构造一个波只能沿一个方向传播的方

程，以代替波动方程，并在小人射角前提下求替代方

程的截断级数解.

    将式(1)作傅立叶变换后所得简化波动方程的

解写成

          U=A exp[一i (kx+kyy )」 (6)

式中:U为。的傅立叶变换;k，为y方向的波数，对

以0角人射的单侧波动，， 田 _竺。
伟‘ = — 5111以
    I      n

                          t矛

。为角频率;k

为x方向的波数，由频散方程式(7)确定:

、=二[，一(cky ) 2 1 1/2
          C } \ 白」 I J

(7)

式(7)中k取正值以保证频散方程对应于所考虑的

单侧波动.将式(7)展开成级数并乘以位移谱 U，整

理后可得单侧波动方程的傅立叶变换，通过求傅立

叶反变换给出波动方程的前两阶近似:

    一阶近似

au    1 au
万一 十 一 万万 = u
u x    c 口 ti

(8)

其中“‘为第‘个平面波的人射角，{Bi<晋·若人射
波由一系列人射角为0‘的平面波的线性组合构成，

则Hi酗on边界可以完全吸收人射波，不产生反射.

而当人射角B在给定的Bi(i = 1,2,---, m)之间时，

容易验证该边界精度仍然较高.式(10)在空间和时

间上都是局部的，且是从特定的标量波动方程导出

的，原则上仅适用于标量波动方程，但也可以近似应

用到矢量波情形.显然，当m=1和01=0时，式

(10)就是赫性边界;当m=2和01=02=0时，式

(10)为二阶旁轴近似边界一般地，对于J阶Hi扣。

人工边界，若令Bi =0(i = 1,2,---, m)，则得J阶旁

轴近似边界，所以可以说豁性边界和旁轴近似边界

是Higdon边界的特殊情形.在实际应用中，B‘是未
知的，只能靠经验确定.

1.4 叠加边界

    叠加边界最初是由Smith [ 11 }基于虚映像原理提
出的，是通过对Dirichlet和Newmann问题的解取平

均而建立的非反射边界，即将人工边界问题分解为

固定边界和自由边界两个问题，然后通过叠加这两

个问题的解消去人工边界的反射波.实现这一理想

的最大障碍是有限离散模型中的多次反射.Kunar

等[[12〕对它作了改进，他们提出了一个聪明的设想，

即当从这两种边界反射出来的波动尚未到达其他边

界时就通过叠加予以消除.

    对于上述出平面弹性波，研究两类边值问题:

    a.固定边界.假定常速度，则有

= 0 (9)
b.自由边界.假定常应力，则有

(11)

(12)

九
一衬

c
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二阶近似

      刁2u
        刁xdt

  1  a2 U

+万ate

    可以看出，旁轴近似边界的一阶近似与豁性边

界是一致的.对于旁轴近似边界条件，人射波方向与 将固定边界问题和自由边界问题的解进行平
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均，则将消除波在人工边界处的反射，在连续极限情

形下，叠加边界条件等价于豁性边界，也即一阶旁轴

近似.叠加边界最大的优点就是与人射角无关，但基

于叠加原理不适用于非线性情况.

    考虑左右两个边界，要想消除人工边界造成的

虚假反射，就必须解4个不同的波传播问题一 般来

说，有n个边界平面，就要解n2个问题，计算时间

以2的因子呈指数增长.采用叠加边界条件要耗费

如此大量的计算时间，使得人们难以在实际中应用.

1.5 透射边界

    廖振鹏等[[8l提出了透射边界的概念，该方法直

接在边界上模拟波从有限计算模型的内部穿过人工

边界向外透射的过程，认为由透射方法产生的误差

也可视为一个向外传播的波，因此提出了多次透射

的概念.

    如图1所示，出平面剪切波u(x,y,t)以人射角

B和波速。射向人工边界y，人射波沿x轴的视传播

可以表示为

          u(二，y, t)=f(ct一xcosa,y)      (13)

式中f( )为任一函数.

    设想如果点P在时刻:+ At的位移用点Q在

时刻t的位移代替，则人射波将穿过人工边界而不

发生任何反射，其中△t为时间离散步长.为了导出

与人射角0无关的透射公式，由式(13)得

      u(x，，，t+At)=u(x一caAt，y，t)+

                      Du(x，y，t+At) (14)

式中:。。为人工波速，是一选定的常数，采用人工波

速的目的是为了在包含不同物理波速的波动问题中

导出统一的透射公式;Du(x,y,t+At)称为一阶误

差波.对一阶误差波继续采用与原人射波相同的近

似，从而产生二阶误差波.重复上述处理 m次，对于

人工边界点(xp,yp)，可整理得N阶透射公式:

I立(C7dt⋯ddx)]一0
假定单侧波动由入射角为Bi(i=1,2

      (16)

m)的平面

波构成，若取人工波速 。a‘二
cos Bi

则推广的多次透

射公式就退化为Higdon边界.
    关慧敏等〔14]曾就叠加边界与透射边界的精度

进行了比较，结果发现在有限元波动模拟中透射边

界的精度要高于叠加边界，且优越性随着边界阶数

的增加而提高.

1.6 翁一弹性边界

    豁性边界仅考虑了对散射波的吸收，不能模拟

半无限地基的弹性恢复能力.Deeks[ 15〕在豁性边界

的基础上提出了赫一弹性人工边界.

    在实际问题中，对散射波采用柱面波(二维问

题)或球面波(三维问题)假设更合理.下面将采用柱

面波模拟射向无限介质的散射波.极坐标中出平面

柱面波运动方程为

            a2 w 。I a2 w    1 aw\
                      一一下丁 = c-I + — 下一 I           111)

                  dt̀ \dr̀      r                        0rl

式中:w为介质的出平面位移.

    采取与赫性边界推导过程类似的方法可得任意

半径rb处以矢径r。为外法线的微元面上应力同该

处速度和位移的关系为

:(r1,，，)=一G w(;。，，)-
                      乙rb

  aw(rb，t)
PC                                                                at (18)

u(%pI yp,，+△:)二艺(一1)一‘CNn u[二，

                  nc a0 t，yp,t一(n一1)At] (15)

通过证明很容易得知在连续极限情形下，当c8 =

竺瑞时，公式(15)就是旁轴近似人工边界.多次透射
cos o一I’朴‘、、一了‘“~2子，”~ ’‘’/-一~ ” ’‘ ，-一 “，

公式对波传播过程的模拟与人射角无关，而且可不

加修改地应用于任意单侧波动的线性组合.同时它

对波动传播过程的模拟是以离散形式完成的，可以

很容易合并到有限元程序中.为提高同时模拟以不

同波速传播的若干单侧波动的能力，廖振鹏等〔13〕又

将以单一波速为特征的多次透射公式推广为用多个

人工波速表征的多次透射公式:

方程(18)的物理意义即是在人工边界上布置一系列

每单位面积阻尼系数为Cb的阻尼器和刚度系数为

Kb的线性弹簧，其中

                    _ __ ‘ ，月。、

        Cb“PC    Kb=式 (19)
如果能精确确定波源到人工边界的距离r。，可以由
式(19)确定人工边界所施加的物理元件的系数，这

样就可以完全消除散射波在人工边界的反射，即可

以精确地模拟波由有限域向无限域的传播.这一方

法采用由物理元件构成的人工边界，能够同时模拟

散射波辐射和地基弹性恢复性能.如果忽略弹簧，这

一边界即退化为Lysmer的豁性边界.豁一弹性边界
也和豁性边界一样随着人射角 e的增大而精度降

低，但是由于推导豁一弹性边界时对散射波场的假设

更符合实际情况，因此实际上豁一弹性边界的精度一

般要高于豁性边界.刘晶波、高峰等[16,17〕对此都做
了验证.
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2 局部人工边界的稳定性研究

    几乎所有的局部边界尤其是高阶边界在用于时

步积分时均可能出现数值失稳的问题.关于这一稳
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定性问题的研究，常采用数值试验的方法.Hi扣on基

于GKS准则〔18〕分析了离散化的Higdon边界在多维
声波模拟中的稳定性，给出了相应的稳定性条

件〔191.文献【20」通过分析失稳模态的存在条件，分

析了以中心差分格式离散的二阶旁轴近似边界在二

维弹性波动模拟中的稳定性，得到了该边界稳定的

必要条件.廖振鹏等[[21,22]则以多次透射边界为例，
用一维模型严格考虑了逐步积分过程中人工边界结

点与内部结点运动方程的藕合效应，导出了一维高

频稳定性准则，并给出了消除高频振荡失稳的措施.

但是这一准则难以推广到多维情形，且未考虑时步

积分过程，仅为实现人工边界稳定性的必要条件.文

献【23]通过由局部人工边界结点及其邻近内结点形

成局部结点系，然后分析该系统时域逐步积分格式

传递矩阵谱半径的大小给出局部人工边界的稳定性

条件，并对在一维及二维出平面波动的有限元模拟

中多次透射边界的稳定性进行了分析.李小军等〔241
又发现了局部透射边界的另一种失稳— 低频漂

移，并对多次透射边界的漂移失稳机制进行了分析，

探讨了漂移失稳发生的条件，提出了消除漂移失稳

的透射公式降阶处理方法.但是这一措施并不是对

所有的情形都有效.文献〔25〕提出了在多次透射边

界算子中加上小的修正算子的简便方法，有效地消

除了边界的漂移失稳.

3 结 语

    局部人工边界并不是完全相互独立的，它们之

间是互有关联的.在选用这些边界时要具体情况具

体分析，不但要考虑边界的精度和稳定性，还要考虑

程序实现的难易程度.对于一阶精度的边界来说，茹

性边界和豁一弹性边界是最简单而且易于程序实现

的，豁一弹性边界相对于勃性边界来说精度较高.对

于高阶精度的边界来说，廖振鹏的透射边界是最易

于在有限元上实现的.另外，对于高阶边界还需要注

意的一个重要问题就是用于时步积分时可能出现的

数值失稳，应合理采用消除失稳的措施.
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