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一种近似计算结构体系失效概率的新方法
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摘要：介绍一种新的近似计算结构体系失效概率的方法———条件概率降维法 (该方法首先将结构体

系失效概率表达为与高维标准正态分布值有关的公式，然后根据概率乘法定理，通过将条件分布近

似为某一正态分布并利用条件分布间的相关系数计算公式和迭代近似的思想，将高维标准正态分

布值转化为多个一维标准正态分布值的乘积，从而简化了结构体系失效概率的计算，便于工程应

用 (算例表明，该方法计算简单，应用方便，精度较高 (
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结构体系可靠度分析包括寻找体系主要失效模

式和计算体系失效概率两大任务［#］(在已找到主要

失效模式的前提下，结构体系失效概率的计算涉及

不规则积分域的多重积分，精确计算它比较困难 (因
此，在实际应用中，结构体系的失效概率不是直接利

用高维积分计算，而是采用各种近似方法求得 (目前

常用的计算结构体系失效概率 ! < 的方法有宽界限

法、窄界限法、H0I8 法、快速半数值积分法及蒙特

卡洛法等，这些方法都有着各自的优缺点及应用局

限［#，!］(本文介绍一种新的近似计算结构体系失效

概率的方法———条件概率降维法［C，D］( 该方法将结

构体系失效概率表达为与高维标准正态分布值有关

的公式，然后根据概率乘法定理，通过将条件分布近

似为某一正态分布并利用条件分布间的相关系数计

算公式和迭代近似的思想，将高维标准正态分布值

转化为多个一维标准正态分布值的乘积，从而使结

构体系失效概率的计算得以简化，便于工程应用 (

! 条件概率降维法计算公式

结构体系可靠度问题分为串联结构体系和并联

结构体系两个基本类型 (本文主要介绍串联结构体

系失效概率计算的条件概率降维法 (
! "! 用 # 维标准正态函数表示结构体系失效概率

设串联结构体系有 # 个失效模式，假设已通过

坐标变换和映射等方法，将非正交、非标准正态分布

的基本随机向量转换为正交的标准正态随机向量

! J（$#，$!，⋯，$%）8 " 利用一次二阶矩法求得第 &
个失效模式的可靠指标!& 和设计验算点处的线性

化平面为

’& "(!&! )!& * $ （#）

式中：!& 为该线性化平面的单位余弦向量 "
可以用以各失效模式的可靠指标列向量"和

相关系数矩阵#为参数的 # 维标准正态分布函数来

表示串联结构体系的失效概率 ! <6
［C!"］：

! <6 * # ("#（"；#） （!）

式中："#（"；#）为 # 维标准正态分布函数；"为各

单个失效模式的可靠指标按小到大排成的列向量，

"J（!&）# K #，## &# #；#为失效模式间的相关系数

组成的方阵，#J（#&+）# K #，## &，+##；元素#&+为第 &
个失效模式与第 + 个失效模式的相关系数［#］：

#&+ * !8
&!+ （C）

! "" 标准正态分布函数降维

下面讨论将 # 维标准正态分布函数值转化为多个

易于计算的一维标准正态分布函数值乘积的方法 "根
据 # 维标准正态分布函数的定义和概率乘法定理有

"#（"；#）* ! $
#

& * #
,& #!{ }& *

!｛$
#

& * !
,& #!& ,##!#｝!｛,##!#｝

式中：,& 为由标准正态分布向量 ! J（$#，$!，⋯，

$%）
8 线性组合得出的随机变量，仍服从标准正态分

布，所以有
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!!（!；"）! "｛!
!

# ! "
$#""# $#""#｝!（"#） （$）

其中!（#）表示一维标准正态分布函数值 %
如果想通过式（$）计算 ! 维标准正态分布函数

值，必须首先求得各个条件概率 "｛$#""# $#""#｝

的值 %若将条件分布 "｛$#" &# $#""#｝近似地转化

为以下面均值与方差为参数的标准正态分布［$］：

# ’ ($##（# )$##）
%（"#）

!（"#）
（%）

令%
（"#）

!（"#）
’ *#，则

# ’ ($##（# )$##）*#

&" ’ # ($
"
##（# )$

"
##）*#（"# ) *#） （&）

令 *#（"# ) *#）’ +#，则

&" ’ # ($
"
##（# )$

"
##）+#

那么条件概率

"｛$# ""# $#""#｝$! "# (#( )& %%%
记为
!（"# ,#）

（’）

利用式（%）和（&），分位值

"# ,# ’ "# )$##（# )$##）*#

# ($
"
##（# )$

"
##）+& #

（(）

另外，条件事件｛$-" &- $#""#｝与｛$#" &# $#

""#｝（"" # ) -"!）之间的相关系数计算式为［$］

$-# ,# ’ $-# ($-#$##+#

# ($
"
-# +& # # ($

"
## +& #

（*）

其中 +# 的定义如前 %至此，根据式（’）+（*），式（$）

可转化为

!!（!；"）$" !
!

# ’ "
$# ""# ,{ }# !（"#）’

!!(#（!（#）；"（#））!（"#） （#,）

其中 !（#） ’（"# ,#）（!(#）.# （"" # " !）

"（#） ’（$#- ,#）（!(#）.（!(#） （"" # / - " !）

! %" 迭代递推公式

如上，! 维标准正态分布函数降了一维，成为

! - #维标准正态分布函数值的计算 %若将此过程向

下递推，并在递推进程中统一符号记作：

!（,） ’! ’（"# ,,）!.# ’（"#）!.# #" # " !

"（,） ’" ’（$#- ,,）!. ! ’（$#-）!. ! #" #，- " !
则有

!!（!；"）’ !!（!（,）；"（,））$!!(#（!（#）；"（#））!（"# ,,）

!!(#（!（#）；"（#））$!!("（!（"）；"（"））!（"" ,#）

!!(（ 0(#）（!（0(#）；"（ 0(#））$!!( 0（!（ 0）；"（ 0））·

!（"0 ,（0(#）） （#" 0 " ! ( #）

!"（!（!("）；"（!("））$!#（!（!(#）；"（!(#））·

!（"（!(#）,（!("））’ !（"! ,（!(#））!（"（!(#）,（!("））

其中 !（ 0） ’（"# , 0）（!( 0）.# 0 / # " !

"（ 0） ’（$#- , 0）（!( 0）.（!( 0） 0 / # / - " !

"# , 0 ’"# ,（ 0(#）)$#0 ,（ 0(#）（# )$#0 ,（ 0(#））*0 ,（ 0(#）

# ($
"
#0 ,（ 0(#）（# )$

"
#0 ,（0(#））+0 ,（ 0(#& ）

（#" 0 / # " !） （##）

*0 ,（ 0(#） ’ %
（"0 ,（ 0(#））

!（"0 ,（ 0(#））
（#" 0 " ! ( #）

（#"）

+0 ,（ 0(#） ’ *0 ,（ 0(#）（"0 ,（ 0(#）) *0 ,（ 0(#））

（#" 0 " ! ( #） （#.）

$-# , 0 ’ $-# ,（ 0(#）($-0 ,（ 0(#）$#0 ,（0(#）+0 ,（ 0(#）

（# ($
"
-0 ,（0(#）+0 ,（ 0(#）& ） （# ($

"
#0 ,（0(#）+0 ,（ 0(#）& ）

（#" 0 / # / - " !） （#$）

将以上各式由下向上回代，! 维标准正态分布

函数值的计算就可以近似地化为 ! 个一维标准正态

分布函数值的乘积，即

!!（!；"）$’
!

0 ’ #
!（"0 ,（ 0(#）） （#%）

式（##）+（#%）就是条件概率降维法求解串联结构体

系失效概率的计算公式 %
! %# 条件概率降维法计算步骤

$% 通过坐标变换，利用一次二阶矩法在标准正

态随机向量空间内求解单个失效模式的可靠指标及

其失效界面在设计验算点处的线性化切平面，然后

将可靠指标按从小到大的顺序排列形成可靠指标列

向量!（,）!!（"#""""⋯""!），并根据式（.）计算

对应的相关系数矩阵"（,）!"；

&% 依次取 0 ! #，"，⋯，! - #，由式（#"），（#.），

（##）和（#$）计算每个 0 值对应的"# / 0和$-# / 0值（ 0 ) #
) -"!）；

’% 由式（#%）得出!!（!；"）的近似值；

(% 由式（"）得出体系失效概率的近似值 %

) 简单工程算例

分析图 # 所示混凝土重力坝坝段结构体系可靠

度和失效概率 %设基本随机变量为混凝土的抗拉强

度 1 0 和抗压强度 11、上游水位 2、混凝土容重’1、

坝顶附加荷载 3、摩擦系数 4 和凝聚力 5 等 %水的容

重按常量计’2 ! *3( 45 6 7. %各基本随机变量相互独

立，且均服从正态分布，其统计特征如表 # 所示 %
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图 ! 重力坝计算简图

表 ! 基本变量的统计参数

统计量
!" "
#$%

! & "
#$%

# "
’

!" "
（#(·’) *）

$ % "
#$%

& "
#(

均值 !+,--- .-- ,- +/ !0+ !-- +,-
标准差 *1,- *2- * -01+ -0*2 ,- 310,

!" 受力计算：取 !’ 宽的坝段计算 ’计算结果列

于表 +（其中力以向下为正，向上为负；力矩以顺时

针方向为正，逆时针方向为负）’
表 + 重力坝段受力（分力）计算

作用力 分力大小
位置

（距 ( 点）

分力矩

（对 ( 点）

自重

)! 4 -0, 5 , 5 ,- 5
! 5!" 4 !+,!"

!20221 ) +-3*0*1,!"

)+ 4 * 5 ,, 5 ! 5!" 4 !2,!" !*0,-- ) +++10,--!"

)* 4 -0, 5 *+ 5 /, ’1!/ 5
! 5!" 4 1*!0/+/!"

!0*** .1/0.33!"

水压力

*6 4 -0, 5 # 5 -0-.., 5
!7# 5 ! 4 -0/33#+

+- ) # "*- ) .012#+ 8
-0-!2*#*

*9 4 -0, 5 # 5 -0.., 5
!7# 5 ! 4 /0312#+

# "* !02+,#*

扬压力

+! 4 ) -0, 5 *- 5 - ’+, 5
!7# 5 ! 4 ) *201,# - -

++ 4 ) !- 5 - ’+,!7# 5 ! 4
) +/0,#

!, *210,--#

+* 4 ) -0, 5 !- 5 - ’1, 5
!7# 5 ! 4 ) *201,# !20221 2!+0,!+#

坝顶荷载 , !*0, ) !*0,,

注：合力计算!- . !-+!0/+/!" / .3# 0 -0/33#+ 0 ,，!1 .

/0312#+，!2（(）. / ,+3,032*!" 0 .3-0-!+# / .012#+ 0 !02/!#* /
!*0,, ’

#" 确定主要失效模式的功能函数列于表 * ’
表 * 各失效模式的功能函数

序号 失效模式 功能函数

! 坝体滑动
3! 4 $!- 0 45 /!1 . !-+!0/+/ $!" / .3 $# 0

-0/33 $#+ 0 $, 0 /-4 / /0312#+

+
坝踵抗拉

强度不够
3+ . !6 (/

2!2（(）

7+ /!-)7 . !6 0 /,0*,3!" /

20!+,# 0 -0-/33#+ / -0--2!,#* 0 -0-1,2,

*
坝趾抗压

强度不够
3* . !" (/ !-

7 0
2!2（(）

7 )+ . !" / ,01!/!" /

!0++,# 0 -0-+//#+ / -0--2!,#* 0 -0-+,2,

$" 求可靠指标及相关系数：将基本随机向量 !

4［!"，! &，#，!"，$，4，,］: 转化为标准正态随机向

量 " 4［8!，8+，⋯，81］
:，然后求得各失效界限在设

计验算点处的线性化平面方程及可靠指标，并由式

（*）计算得失效模式间的相关系数见表 / ’
表 / 标准正态随机向量空间内线性化平面方程及可靠指标

失效

模式

验算点处的

线性化平面方程

可靠

指标

相关系数

失效

模式 !
失效

模式 +
失效

模式 *

!

3! 4 ) -0!.218* 8
-0-/*,8/ 8 -0./218, 8
-0+,!-82 8 -0--,+81 8
+0!*2, 4 -

+0!*2, ! -0-3*+ -0--1!

+
3+ 4 -0.!-18+ )
-0/-/*8* 8 -0-3+28/ 8
-0-!2181 8 +02.+* 4 -

+02.+* -0-3*+ ! -0-!/2

*
3* 4 -0...*8! ) -0-*2/8* )
-0--!!8/ 8 -0---281 8
*0-/*/ 4 -

*0-/*/ -0--1! -0-!/2 !

注：失效模式 !，+，* 的含义见表 * ’

%" 条件概率降维法计算重力坝失效概率：按式

（!,）近似计算的四维标准正态分布函数值"/（!；

"）4 -0.1. -.，由 式（+）得 出 的 失 效 概 率 9 ; 4
-0-+-.! ’作为检验，本例采用蒙特卡洛法抽样 !-1

次，得到该坝的失效概率 :9 ; 4 -0-+!+/ ’
数据对比显示，条件概率降维法近似计算失效

概率 精 度 较 高，计 算 过 程 只 涉 及 代 数 运 算，操 作

简单 ’

& 结 语

本文给出了一种近似计算结构体系失效概率的

新方法———条件概率降维法的计算公式，并通过实

际算例说明了条件概率降维法的应用 ’算例表明，该

法简单实用 ’精度较好；与蒙特卡洛法相比较，运算

时间少 ’笔者认为，条件概率降维法具有一定的工程

应用推广价值 ’
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