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摘要：从试件边界条件对韧带上断裂性能分布的影响出发，合理假定局部断裂能的光滑连续曲线分

布，给出了与试件尺寸无关的混凝土断裂能及边界效应参数的计算模型。以不同高度的三点弯曲

梁试验数据进行了分析计算并讨论了试件尺寸的选取问题。结果表明用两个试件尺寸就可以确定

与试件尺寸无关的混凝土基本断裂参数，从而简化了模型中对多个试件尺寸的要求，但只有适当选

取试件的两个尺寸，才能正确给出混凝土的断裂能和边界效应参数。
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断裂能的确定是混凝土断裂力学研究领域中的

一个热门话题。R2’’0;U&;6在混凝土直接拉伸条件下
定义断裂能为裂缝扩展单位面积所吸收的能量，也就

是混凝土软化曲线所包围的面积［$］。从定义看，它与

较早形成的能量释放率概念是有区别的：能量释放率

反映的是裂缝向前扩展单位面积所需要的能量，是一

个瞬态概念；而断裂能是混凝土试件上的某个点完全

分开过程中所消耗能量的平均值。对普通混凝土而

言，临界状态对应的能量释放一般要小于断裂能。只

有大尺寸或脆性明显的试件，混凝土近似符合线弹性

规律，在这种条件下两者在数值上才保持一致。

D-[X-.:在由尺寸效应推导混凝土断裂能过程中就包
含着这样一个条件［!］，所以在其给出的断裂能计算过

程中采用的数据是临界状态下的极值荷载。根据材

料与结构试验和研究实验室联合会（<N\G]）的建议
方法［A］，断裂能计算结果具有明显的尺寸效应，在此

基础上发展了不同的计算模型［!!?］。近年来针对断裂

能的边界效应也进行了众多的研究工作［?!E］。笔者根

据混凝土断裂过程中的能量分析研究，给出了边界效

应确定断裂能的光滑曲线模型［B］。在这个模型中，笔

者认为由于试件边界条件的影响，断裂性能在韧带上

的分布是非均匀的，体现在局部断裂能分布上，就是

在韧带上分布的非常数性。导致的结果就是混凝土

断裂能的尺寸相关性。在此基础上，笔者给出了表征

材料特性的混凝土断裂能表达式，并通过若干不同初

始裂缝长度的混凝土试件验证了模型的有效性。在

计算过程中，为保证结果的有效性和可靠性，要采用

一定数量的试件进行试验。实际上，断裂能的计算公

式只涉及到两个未知数，理论上讲只需要两个不同尺

寸的试件就可以确定断裂能，但这两个尺寸如何选

取，是一个值得研究的问题。本文就针对这个问题进

行初步探讨。
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! 边界效应确定混凝土断裂能

表 ! 三点弯曲梁试验的断裂能数值［!"］

! " #
$ # "（$·%& !） 变异系数 %& " ’

# ’ !""%% # ’ (""%% # ’ )""%% # ’ *""%% # ’ !""%% # ’ (""%% # ’ )""%% # ’ *""%%
"+", !"!+" !"*+- !!"+" !!.+" "+/ )+* .+* (+,
"+! --+- 0.+. !"!+" !"0+" ("+( (!+, !(+/ !"+"
"+) -(+" -,+- 0-+0 !"*+" .+* -+0 *+. !)+(
"+, .,+( .0+" ,+( .+)

根据 12345建议的方法所得到的断裂能有明
显的尺寸效应，而混凝土断裂能作为材料参数是应

该与尺寸无关的。为区别起见，记 $ # 为 12345 方
法得到的试验断裂能数值，而混凝土真正意义上与

尺寸无关的断裂能为 $6。由于试件边界条件的影

响，局部断裂能在断裂韧带上的分布是不均匀的，可

以近似用二次曲线拟合［0］。这里记边界影响参数为

!!7 ，量纲同长度单位，具体含义见图 !。它反映的
是边界条件对局部断裂能在韧带上非均匀分布的影

响。在此范围内，局部断裂能 ( #的分布不同于韧带

的其他部分，而是呈现下降的趋势。根据能量守恒

可以给出 $ #与 $6的关系
［-］

$ #（!）)

$6 ! *

!!7
#

) ! * !( )








#

!!7 + ,

$6

! * !
#

!!7
#

*
! * !( )#

(

) !!7( )#











( , + !!










7

（!）

图 ! 局部断裂能 (#在韧带上的光滑连续分布

式中：# 为试件的高度；! 为试件的预制裂缝长度；
, 为试件的韧带长度，, ’ # & !。

$ #可以通过试验直接由公式（(）计算：

$ # )"-8!
. 9:;

)"-8!
/, （(）

式中："-8!为外力 - 在裂缝扩展全过程中在其位

移!上做的功；. 9:;为裂缝扩展的面积，等于试件宽

度 / 与韧带长度 , 的乘积。
根据公式（!）计算混凝土断裂能 $6 时，一般选

取若干个不同初始裂缝长度 ! 的试件，得到关于 (
个未知数（$6和 !!7 ）的 !个超静定非线性方程组。
通过优化求解，给出断裂能 $6和 !!7 的数值解。选
取若干个不同尺寸的试件是为了保持数值解与混凝

土真实断裂参数尽可能接近。从方程组（!）本身来
看，由于有两个未知数（$6和 !!7 ），从理论上讲只要
两个方程就可以确定 $6和 !!7 ，也就是说只要不同
预制裂缝长度的两个试件就可以得到 $6 和 !!7 的
解。但带来的一个问题就是如何选取这两个尺寸，

因为不同的试件尺寸求得的解是不同的。下面通过

计算实例来说明这个问题。

" 计算实例

取 !组不同高度的三点弯曲梁试验结果进行计
算。混凝土材料的抗压强度大约为 ,, 5<=，梁为标
准试件（即长跨比等于 *），裂缝长度与试件高度的
比 ! " # 取 "+",，"+!，"+)和 "+,，试验结果列于表 !。
以 # ’ !"" %%为例对计算过程进行说明。对

于 # ’ !""%%的三点弯曲梁试件，*组不同初始裂
缝长度与试件高度比 ! " # 分别为 "+",，"+!，"+)和
"+,。最小相对长度 "+",和最大相对长度 "+,的取
值是考虑了两个试件尺寸在一个合理范围内使根据

这两个值求得的断裂参数尽可能接近准确值。作为

参照，先求出根据 * 个尺寸试件解得的 $6 和 !!7 。
具体过程就是将试件尺寸和试验测得的 $ # 代入到

公式（!），因为方程的个数大于未知数个数，可视为
一组超静定非线性方程组，属于优化问题。要使方

程的解尽可能满足各个方程，这里给出一个判定标

准，就是让方程的近似解与原方程的误差的平方和

最小。采用5=>9=7优化工具中的有约束多元函数最
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小值的函数 !"#$%&$来求解方程的最优解，计算结果
如下：对 ! ’ ())""的试件，"* ’ (+,-./ 0 "，#!1 $ !

’ )-.,；对 ! ’ 2))""试件，"* ’ (+3-+ / 0 "，#!1 $ !

’ )-433；对 ! ’ 5)) ""试件，"* ’ (5(-+ / 0 "，#!1 $
! ’ )-,5；对 ! ’ +)) ""的试件，"* ’ (+(-+ / 0 "，

#!1 $ ! ’ )-,6。

表 2 ! ’ ())""和 ! ’ 2))""的试件断裂能和边界影响参数计算结果

# $ !
组合情况

"* $（/·"7 (） #!1 $ !
#!1 $ ! 8 )-. )-. 8 #!1 $ ! 8 )-., )-., 8 #!1 $ ! #!1 $ ! 8 )-. )-. 8 #!1 $ ! 8 )-., )-., 8 #!1 $ !

! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))""
)-),，)-( 52)-6 2,2-+ (22-4 (2.-4 7 5-5 7 (6-( (-.,2 (-

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
663 )-,), )-,,) )-)4, 7 )-5))

# $ !
组合情况

"* $（/·"7 (） #!1 $ !
#!1 $ ! 8 )-3 )-3 8 #!1 $ ! 8 )-., )-., 8 #!1 $ ! #!1 $ ! 8 )-3 )-3 8 #!1 $ ! 8 )-., )-., 8 #!1 $ !

! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))""
)-),，)-5 ((6-2 (2)-4 )-53, )-53.
)-),，)-5 (,+-2 (,4-) (35-+ (64-2 !"#$% !"#$& )-.45 )-.6) (-(.( (-).+ !$!’& !$("#
)-),，

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
)-5 (45-4 2),-6 (-24+ (-5.3

# $ !
组合情况

"* $（/·"7 (） #!1 $ !
#!1 $ ! 8 )-, )-, 8 #!1 $ ! 8 )-., )-., 8 #!1 $ ! #!1 $ ! 8 )-, )-, 8 #!1 $ ! 8 )-., )-., 8 #!1 $ !

! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))""
)-),，)-, ().-4 ((+-) )-22. )-252
)-),，)-, (+)-4 (++-6 (,5-4 !&%$% !&’$) (,+-5 )-4), )-34+ )-.3. ($*!% ($*#* )-.(+
)-),，

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
)-, 25+-4 26)-) (-6+2 (-3)+

# $ !
组合情况

"* $（/·"7 (） #!1 $ !
#!1 $ ! 8 )-3 )-3 8 #!1 $ ! 8 )-. )-. 8 #!1 $ ! #!1 $ ! 8 )-3 )-3 8 #!1 $ ! 8 )-. )-. 8 #!1 $ !

! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))""
)-(，)-5 ((,-) )-+55
)-(，)-5 !!+$" (5+-+ 2((-+ !’%$% ((.-5 (5,-+ ($&#! )-3,. (-6(3 ($#"! )-6,6 )-33)
)-(，

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
)-5 2(4-+ (-,)6

# $ !
组合情况

"* $（/·"7 (） #!1 $ !
#!1 $ ! 8 )-, )-, 8 #!1 $ ! 8 )-. )-. 8 #!1 $ ! #!1 $ ! 8 )-, )-, 8 #!1 $ ! 8 )-. )-. 8 #!1 $ !

! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))""
)-(，)-, .3-4 ()6-2 )-2,) )-2++
)-(，)-, ((4-5 (5(-( !+($" !’%$" (2(-, (5,-2 )-635 )-3(( ($#(! ($#"+ )-3(, )-363
)-(，

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
)-, 2,2-) 2,.-+ (-3+. (-6.+

# $ !
组合情况

"* $（/·"7 (） #!1 $ !
#!1 $ ! 8 )-, )-, 8 #!1 $ ! 8 )-3 )-3 8 #!1 $ ! #!1 $ ! 8 )-, )-, 8 #!1 $ ! 8 )-3 )-3 8 #!1 $ !

! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))"" ! ’())"" ! ’2))""
)-5，)-, .5-4 .4-2 )-265 )-266
)-5，)-, (2+-) (23-4 (56-4 !’%$) !’%$& !’%$# )-3(( )-6.) )-4+( ($#"& ($)++ ($#"’
)-5，)-, (,6-) (3+-4 )-..6 (-)6.

从计算结果可知，断裂能 "* 是基本上与尺寸

无关的材料参数，而边界影响参数却随试件尺寸的

不同而变化。下一步就涉及到如果仅用两个试件尺

寸，那么究竟选用哪两个尺寸合适的问题。仍然以

! ’ ())""的试件为例进行说明。把 +个尺寸两两
组合，得到 6种情况的组合，把这 6种组合中的相关
数据代入到公式（(）中，就得到了关于断裂能和边界
影响参数的两个方程。通过求解包含两个未知数的

两个方程就可以得到 (组 "* 和 #!1 的数值。在求

解过程中，应该注意 #!1 范围不同则适用的公式也
不一样，也就是说方程是带约束条件的方程组。因

此不是所有的组合都能求出合适的解，表 2列出了

试件 ! ’ ()) ""与 ! ’ 2)) ""的计算结果。考虑
到计算过程的相似性，表 5列出了试件 ! ’ 5)) ""
与 ! ’ +)) ""的计算结果。表 2、表 5中黑体字是
既满足方程又在约束条件内的解。

表 5 ! ’ 5))""和 ! ’ +))""试件的

断裂能和边界影响参数计算结果

# $ !
组合情况

"* $（/·"7 (） #!1 $ !
! ’ 5))"" ! ’ +))"" ! ’ 5))"" ! ’ +))""

)-),，)-5 !%!$% !%*$" ($"+) ($"%(
)-(，)-5 ()4-+ (26-, )-(45 )-52+

’ 结果分析

从表 2的情况看，虽然每两组数据都可以求出
一组断裂能和边界影响参数的数值，但并不是每一

组都能满足约束条件。将其与相应尺寸的参考值比

较，就会发现对于 ! ’ ()) ""的试件，只有对应于
尺寸 # $ ! ’ )-), 和 # $ ! ’ )-, 组合的解（ "* ’

(,5-4/ 0 "，#!1 $ ! ’ )-.3.）比较接近参考值。同样
对于 ! ’ 2)) "" 的试件，计算所得解（ "* ’
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!"#$% & ’ (，!!) " # * +$,!#）与参考值比较接近，而且
这个接近解对应的试件尺寸也是 ! " # * +$+"和 ! "
# * +$"的组合。对于 # * %++ ((的试件的解（$-

* !#!$# & ’ (，!!) " # * +$./0）和 # * #++ ((的试件
的解（$- * !#,$. & ’ (，!!) " # * +$.#+）是最接近参
考值的解。这两个解对应的试件尺寸是 ! " # *
+$+"和 ! " # * +$%的组合。如果取 ! " # * +$+" 和
! " # * +$"时，所得结果是否能更接近参考值，因为
缺乏试验数据，还不能下结论。

对于 # * !++((的试件，将 ! " # * +$+"和 ! " #
* +$" 这两个尺寸的计算结果（ $- * !"%$0 & ’ (，

!!) " # * +$,1,）代入公式（!），可以得到一个测试断裂
能预测值与试件尺寸 ! " # 的关系，将其与表 !中的
试验实测值进行比较，结果如图 /（2）所示。对 # *
/++((的试件进行同样的处理，结果如图 /（)）所示。

图 / 预测值与试验值的比较

从图 / 可以看到，通过 ! " # * +$+" 和 ! " # *
+$"这两个尺寸计算得出的 $-和 !!) 能较好地预测
其他预制裂缝长度试件的测试断裂能数值。对于裂

缝相对尺寸为 ! " # * +$!的结果而言，偏差较大一
些。但从表 !知道，无论对于 # * !++((还是 # *
/++((的试件，在 ! " # * +$!处断裂能的试验值离
散性本身就比较大。这就证实了只用两个试件尺寸

就可以确定混凝土断裂能数值。当然笔者只进行了

# * !++((和 # * /++((两种试件的验证工作，而
对于 # * %++ ((和 # * #++ ((的试件，由于没有
! " # * +$"尺寸的试验断裂能数据，未能进行进一
步的验证工作。

! 结 语

本文针对局部断裂能确定的光滑曲线模型，探

讨了采用两个试件尺寸确定混凝土断裂能数值的可

能性。选取三点弯曲梁试验数据进行计算，结果发

现采用两个不同尺寸的试件就可以得到混凝土的断

裂能和边界影响参数，这对原先采用若干个试件尺

寸的计算手段而言，在保证计算结果稳定的基础上

大大简化了工作程序和减小了工作量，适宜于实际

操作。当然目前笔者所做的工作仅仅是对某个强度

等级的混凝土进行了验证，至于对其他等级的混凝

土适用与否，以及针对其他混凝土试件形式的讨论

将是下一步需要开展的工作。
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