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混凝土准脆性界面裂纹本构模型比较

沈新普，沈国晓，周 琳

（沈阳工业大学建筑工程学院，辽宁 沈阳 ??##!B）

摘要：以混凝土界面断裂分析为目的，选取若干典型的层间界面准脆性断裂的本构模型进行分析和

数值模拟对比研究。在局部本构水平上，采用这些界面裂纹本构模型，对各种载荷工况下材料的准

脆性断裂行为进行数值模拟。在对选择的典型黏性界面裂纹进行定性分析比较时着重考虑以下两

点：!采用选择的模型对 J型裂纹和 JJ型裂纹的断裂行为进行数值计算；"对混合型断裂载荷作用
下模型的扩容行为特性进行数值分析。通过对数值结果的分析比较得出结论：库仑型裂纹模型比

较适合模拟复杂载荷下的界面断裂行为，但是其扩容特性仍有待改善。
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混凝土类材料的准脆性断裂是近十几年来固体

力学研究的热点之一，目前的文献中层间界面在单

向拉伸或混合载荷作用下准脆性断裂的本构模型有

若干种［?#$］，这些模型可用于模拟两种不同材料界面

上的断裂过程，也可用于砌体界面或胶结界面的断

裂模拟。用于混凝土类材料断裂过程分析的黏性界

面裂缝模型必须具备以下两个基本特征：!除了潜
在的间断面之外，结构各处均假设处于线弹性状态；

"潜在的间断面轨迹上允许位移间断，位移间断值
与间断面上的面力值之间具有某种合适的数学关

系。本文以混凝土界面断裂分析为目的，选取若干

典型的层间界面准脆性断裂裂纹的本构模型进行局

部本构水平上的数值模拟，并对它们各自的优点和

缺点进行分析和对比。

; 混合型界面断裂的黏性裂纹模型

混合型黏性断裂的界面变量定义如下：! 代表
界面上的面力矢量，且 ! V W ! X V ! W，" X和 " W分

别表示界面两边的位移矢量，而 # 表示裂纹张开矢
量，即跨起界面两侧的位移间断，并且

! $｛7.，! :｝
4，# $ "8 9 "9 :｛;.，# :｝

4（?）
式中：7.为法向面力分量；! :为切向面力矢量（对于

二维问题该切向分量为标量）；;. 为裂纹张开的法

向分量；# :为裂纹张开的切向分量矢量。在本文模

型中采用了小变形假设，即变形不影响平衡关系，同

时还假设了过程为纯机械的、等温的。

;<; 用于混合模型断裂分析的 =-4>//01/#%)模型
由于简单易用的特点，具有解析的面力 张开位

移（ !<#）关系的界面裂纹得到了若干研究者的关
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注［!!"］，并被用于不考虑卸载行为的材料与结构断裂

分析。其中 #$%&’’()’*+,模型是很有代表性的一个
模型。基于一般热力学定理，文献［"］提出了一个用
于混合型的界面裂纹模型，其一般形式的 !!" 律为
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文献［"］提出的界面裂纹面上的自由能函数为
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式中：’,，’ - 分别为"型和#型裂纹的张开位移；
’,2，’ -2分别为"型和#型裂纹张开位移的临界值，

为常数；$/，(，) 为中间变量；’#, 为对应 #, 4 5 完
全剪切分离时的裂纹法向张开位移（即扩容）。

由自由能函数运算得到的界面变量的软化律的

分量形式为

#, " &
$/
’,2

’01 &
’,
’( )

,2

’,
’,2

’01 &
’.

-

’.( ){
-2

%

/ & )
( & / / & ’01 &

’.
-

’.( )[ ]
-2

( &
’,
’( ) }

,2
（6）

# - " &
.$/
’,2

’ -’,2

’.
-2

) % ( & )
( & /

’,
’( )

,2
·

’01 &
’,
’( )

,2
’01 &

’.
-

’( )
-2

（!）

由于不考虑卸载，以上自由能函数运算得到的

软化律是全量意义上的。这个模型中采用的材料参

数是 #$,，’,2，#$-，’ -2，’#,2，这种模型是基于热力学理
论的，其参数可以通过一系列实验得出。该模型能

够很好地模拟混合型断裂的实验现象。模型中既考

虑了脱层、又考虑了相对扩容行为。该模型的缺点

在于，定义这样一个模型需要的参数太多，而且其中

的一部分参数只能通过参数辨识间接确定。这个模

型适用于模拟金属的界面断裂，而对于混凝土类材

料的静态或准静态断裂分析则不适用。

!"# 弹塑性软化的界面裂纹模型：库仑型的黏性裂
纹模型

实验表明，在混合型断裂载荷下，试件断裂时的

形态与加载路径有关。与此同时，剪力产生的摩擦

滑动则导致扩容。扩容量不仅与材料参数有关，而

且与裂纹面上的法向面力有关。因此，在这种情况

下剪应力和摩擦滑动之间的关系就不能被当作材料

特性。在很多情况下，磨损、扩容和脱黏都是准脆性

材料断裂的重要机制。使用在面力和相对位移坐标

中定义的本构律无法深入研究磨损与扩容问题。近

年来，为了模拟在正应力和剪应力共同作用下裂纹

的萌生和扩展，已经涌现了若干在塑性力学框架内

建立的不同版本的库仑类界面裂纹本构模型。这种

模型的一个基本假设就是当应力达到诸如“789:%
;8$)8*<”条件等给定的屈服面上时裂纹开始萌生。
在裂纹扩展的过程中应力点始终处于屈服面上，而

屈服面则逐渐收缩（即软化），一直达到最终状态。

模型中的软化律是由破坏准则的演化定义的，而不

是采用面力 张开位移来定义。

黏性裂纹的库仑类塑性模型是通过描述摩擦滑

动和扩容等界面裂纹力学行为的本构关系来表达

的［=!>］。不同的库仑类塑性界面裂纹的分析步骤都

类似，本文不予讨论。下面仅讨论并比较各种模型

的本构特点。

!"#"! ;+:8)%?:+-%@81’A模型
定义 + 为拉伸强度，, 为黏聚力，"为内摩擦系

数，;+:8)%?:+-%@81’A 界面裂纹模型［B］采用了如下初
始破坏条件：

-（!，#）" #.- &（ , &"#,）. %（ , & +"）
. " 5
（"）

模型中有 3 个参数，其中 . 个是变量。用这 3
个参数可以描述式（"）中的库仑型屈服条件的演化
过程。这 3个参数组成的矢量为

# "｛+，,，"｝ （=）
模型中给定界面裂纹材料强度劣化到最后时间

# 的残余值为
# : "｛5，5，"｝ （B）

在软化过程中涉及到 .个变量 + 和 ,，给定这 .
个变量的软化律的数学表达式为
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式中#C和#2是材料参数，决定着幂软化律的形状，

函数 . 的表达式为

.（#，$）"
’&#$

/ &（/ & ’&#）$
（/5）

;+:8)%?:+-%@81’A模型中采用了一个中间变量 /"，它
是塑性张开位移的率 $"1的函数。其率形式表达式为

1/" " #2 1’ ,13（#,）% # - 1’ -1 / &
#,"
# [
-

/ & 3（#, ]{ }）
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式中 3（#）表示阶跃函数。
·3/·水利水电科技进展，.55=，.=（.） 4*5：5.!!B3=B"33! 6!7895：:;E <<= > *?= > ,2 <@@#：A A //B > <<= > *?= > ,2



塑性张开的计算采用了非关联准则，且给定了

塑性势函数的导数如下：
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式中 ’ $%&
! 和 ’ $%&

’ 是为了模拟扩容现象而引入的 "个
函数。这 "个函数定义如下：
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式中 &$%&
# 是能使扩容现象消失的法向压应力的临界

值，在这个模型中被设为材料参数。

,-./&01.-(02/!34模型能够很好地模拟!型裂纹
的试验现象。但是它在模拟 5-66-#4-$37 试验［+］中
的剪应力和裂纹张开位移时略带一些不确定性因

素。除了界面弹性刚度参数之外这个模型需要 **，

+*，"*，&$%&
# ，#6，#’，,!8，,"8，#$%&

’ ，#$%&
! 等 )*个模型参

数来描述扩容和软化行为。

这个模型可以计入脱黏和磨损对界面裂纹的影

响，但是它要求多达 )*个模型参数，而且其中的一
些参数只能通过实验来确定，从而使得参数值可能

对加载条件有依赖性。一方面，这个模型的扩容行

为主要是由式（)+）来表述；另一方面，模型还通过给
定的临界正向压力值 &$%&# 来限制扩容量，当正向压

力达到 &$%&# 时将不再发生扩容增长。

,-./&01.-(02/!34模型是建立在经典弹塑性增量
理论框架内的。在增量塑性理论中，塑性应变量是

一个恒增的内变量矢量。从而，上述模型不能正确

模拟界面裂纹面上的卸载现象即裂纹闭合。后面将

通过数值例子说明这种模型当裂纹闭合时会得出不

合理的很高的压应力。

!"#"# 用于混合型黏性界面裂纹的线性互补问题
描述的分段线性模型

在文献［9#))］等工作基础上，文献［)"］提出了
一个用于混合型界面裂纹分析的分段线性模型。这

个模型能够用于混凝土类准脆性断裂的线性互补问

题的数值求解，文献［)"］给出了该模型的全量形式
和增量形式的分段线性界面裂纹的表述。

这里给出一个最简单的五屈服面的分段线性界

面裂纹模型，如图 )所示。分段线性界面裂纹的优
点是其适用范围广，既可用于增量型的本构模型描

述，又可用于全量本构描述。比较而言，具有解析的

黏性律的裂纹模型（如 :;0<33$&3=-#模型等）则只能
用于路径无关的全量描述形式，从而也就不能考虑

图 ) 五屈服面模型分段线性塑性屈服面示意图

卸载因素。另一方面，2/(8%0>7%#? 模型和 ,-./&01.-(0
2/!34模型又仅限用于增量形式的计算，因此不能用
于结构的直接分析如塑性安定分析等。下面分别给

出五屈服面分段线性界面裂纹模型的全量描述和增

量描述。

$% 全量形式。对应一个给定的面力矢量 #，分
段线性塑性屈服准则的矩阵形式为

! ! $@# % &" % ’ " & （)A）
B个屈服面对应的屈服函数组成的矢量为

! !｛$)，$"，$+，$A，$B｝
@ （)B）

B个屈服面线段的外法线方向组成的矩阵为

$ !
) " " * *
* ) %[ ]) * *

@
（)C）

这里 $ 是屈服面的外法线矢量矩阵，但不是单位矩
阵。塑性乘子矢量为

" !｛!)，!"，!+，!A，!B｝
@ （)D）

塑性张开位移矢量 "!的计算式如下：

"! ! (" （)E）
式中矩阵 ( 是所有 B个屈服面外法线的集合，其表
达式为

( !
) "" "" * %""

* ) %
[ ]) * *

（)9）

式中""是一个与扩容特性相关的系数。

在材料强度软化律的构造中，模型限定软化形

式为“有限软化”，从而得到塑性软化模量的矩阵形

式，即
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式中：!! 为初始抗拉强度；!! 为初始抗剪强度；""

和 " #分别为界面法向与切向的软化模量；"为法向
裂纹张开位移对切向材料强度特性的影响系数。

由初始抗拉强度和初始抗剪强度组成的材料参

数矢量为

! #｛!!，!!，!!，!!，!!｝$ （%&）
在本模型中涉及到的材料常数有#，#%，"，!!，

!!，$!’，$"’，""，" #。

当给定载荷为位移间断矢量 " 时，由矢量!和

"组成的线性互补问题的数学表达式为

! # $$%" %（$$%& & ’）" % ! ! !
（!! !，"" !，!$" # !） （%%）

这个线性互补问题可以用数学规划法求解（参见文

献［&%］）。
"# 增量形式。对于复杂的载荷路径，全量塑性

理论的结果有时不能满足对问题精度的要求，从而有

必要采用增量描述。对于增量型描述，由式（&(）)
（%&）给出的分段线性黏性律及耦合关系等基本数学
关系仍成立。当给定载荷为位移间断矢量增量#"
时，矢量!和#"之间的线性互补问题的描述为

! # $$（(! & %#"）%（$$%& & ’）#" %
（’"! & !!）! !

（!! !，#"" !，!$#" # !） （%*）
式中 (!，"!，!! 表示施加荷载前对应的状态时各变

量的初始值。上述线性互补问题也可以采用文献

［&!］给出的数字规划法来求解。式（%*）表示软化屈
服面是“加载路径依赖”的。

五屈服面的分段线性塑性界面裂纹模型的扩容

特性是由式（&(）的矩阵 & 给定的。下面给出的数
值例子将显示出这个模型的扩容特性是由剪切强度

的软化过程来限制的，从而扩容量是一个有限值。

$ 界面裂纹典型本构模型的数值试验

从已有模型中选择一些模型进行局部本构水平

上的数值试验，进行 %维算例计算，以验证比较上述
界面裂纹本构模型。本研究编制的 +,-$-./程序
中采用了 /01#2"3-45672" 迭代格式，可以进行荷载
8面力全过程弹塑性数值模拟。
下面给出模型在典型加载路径上材料的力学行

为的数值计算结果：首先给出!型载荷下模型的断
裂行为模拟，之后给出"型断裂模拟结果。这些结
果主要用 (’" 曲线的形式给出。对较复杂的载荷
情况，则 ( 的响应还要结合面力空间中应力点的迁
移状况作进一步的描述。

$%& ’()*++,-+./0界面裂纹模型的数值试验
首先对 9:3/00;<0=4"模型进行数值校验，计算

了!型断裂和"型断裂的本构行为。模型中采用的
参数值如下：

(:" # %>?@A4，(:# # B>!@A4
)"C # !>!&D==，) #C # !>!*E==

)#"C # !>!&==
图 %（4）给出的由 9:3/00;<0=4" 模型计算得到

的!型断裂行为是合理的，但图 %（F）给出的由该模
型得到的纯"型位移加载的响应则显得不尽合理：
剪切位移引起的法向压力的增加过大，这表明

9:3/00;<0=4"模型的扩容特性不合理。图 * 给出了
9:3/00;<0=4"模型在混合型断裂位移载荷下的行为
响应。尽管其"型断裂行为不合理，但在混合型载
荷作用下该模型的扩容特性还是比较合理的，这说

明 9:3/00;<0=4"模型可以用于!型断裂占主导地位
的混合型断裂模拟。

图 % 9:3/00;<0=4"界面裂纹模型的

!型及"型断裂行为数值结果

图 * 9:3/00;<0=4"界面裂纹模型的混合型断裂行为数值结果

$%$ 1/23-)42/5)637+8模型的数值试验
采用的参数值如下：*" G * # G %!! @A4 H ==，$G

4IC#4"!>(，#G !>(，+! G %>? @A4，!! G B>! @A4，$!’ G
!>& / H ==，$"’ G &>! / H ==，"7 G !，"C G &>E，";J<

5

G %>B，";J<
C G *，(;J<" G EK@A4。图 D（4）给出了用 L4I2<3

AI4#3M250N模型得到的!型断裂的位移 面力曲线，
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结果基本合理；图 !（"）给出了该模型得到的!型断
裂的位移 !面力曲线。结果表明，随剪切位移的增
加，法向压力不断增大，这与实验现象相符。此外，

随剪切位移的不断增加，法向正应力的增加不断减

缓，逐渐趋近于一个饱和极限值。图 #中给出了由
$%&’()*&%+),’-./模型得到的加载及卸载时应力点的
迁移轨迹曲线：由于塑性位移张开是不可逆的，裂纹

不允许闭合，在法向的裂纹闭合位移导致极高的压

应力。这是该模型的一个重要缺陷，其致使该模型

不能用于循环载荷下的界面断裂分析。

图 ! $%&’()*&%+),’-./界面裂纹模型的

"型及!型断裂行为数值模拟

图 # 混合断裂载荷下 $%&’()*&%+),’-./裂纹模型的
应力点在面力空间中的迁移情况

!"# 分段线性黏性裂纹的数值试验
本节给出分段线性黏性裂纹的全量和增量两种

形式的表述的数值算例，使用了数学规划法的求解

器 *012)3’(4.&［55，56］求解分段线性界面裂纹的线性
互补问题。模型参数取值为 "7 8 " + 8 9::;*% < ==，

! 8 %&>+%7 :?@，" 8"9 8 :?@，#: 8 9?A ;*%，#: 8
B?:;*%，$"C 8 :?5 D < ==，$!C 8 5?: D < ==，$ 8 :?A。
图 E给出了用分段线性界面裂纹模型得到的!型位
移载荷下的面力 位移响应。可以看出，当剪切断裂

过程完成时，模型的扩容达到了它的极限，而且之后

法向的压应力就不再增加，面力水平保持在摩尔 库

仑定律规定的关系上。对于单调加载载荷作用下的

断裂力学本构行为，由全量描述得到的面力 位移数

值响应结果与由增量形式本构模型得到的结果相

同。图 B给出了分段线性模型在!型循环位移载荷
下的面力 位移响应。从图中可以看出，当剪切位移

载荷水平达到图 B（%）中 % 点时，在图 B（"）中也有相
应的 % 点出现。当图 B（%）中的位移反向加载至 &
点时，图 B（%）和（"）中的响应曲线都已经完成了黏
性断裂，达到了摩尔 库仑摩擦滑移状态，随后的剪

切位移将不再产生扩容效应。

由于增量型的分段线性裂纹模型是建立在增量

塑性理论框架中的，塑性位移是恒正的，本构模型不

允许裂纹闭和。在这一点上，增量型分段线性模型

和 $%&’()*&%+),’-./模型是相似的。

图 E 分段线性界面裂纹模型的!型剪切位移载荷加载
下的面力分量 ’7和 ’ +随载荷 (+的变化情况

图 B !型循环位移载荷下分段线性界面裂纹模型数值结果

# 结 语

本研究采用自编的局部本构模拟程序对典型的

黏性界面裂纹进行数值模拟。根据界面裂纹本构模

型的数值模拟结果可以得出以下结论：

$% FG)D..H(.=%7 模型不宜用于混凝土类材料
的断裂分析。

&% $%&’()*&%+),’-./模型是一个用于混凝土类材
料断裂分析的较好的模型，但其存在若干不足之处：

#它的“有限扩容”特性是通过引入“法向压应力极
限值”来人为设定的。$从试验现象看，有时候这个
假设是成立的，但并不总能成立。%扩容现象停止
时对应的压应力值不是一个材料常数，而是取决于

加载路径条件的一个变量。

’% 分段线性界面裂纹模型可以较好地模拟界
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面上发生的断裂与摩擦滑动现象。在这个模型中，

采用了非关联流动准则来计算扩容，扩容的最大值

设定与剪切方向的软化过程同步结束。为了便于采

用数学规划法求解这个模型，本文还给出了模型的

线性互补问题的描述。这个模型的全量描述是完全

线性的，因此可以用于诸如塑性极限分析、安定分析

等混凝土结构分析的直接解法。模型的增量形式则

可以用于复杂载荷情况下界面断裂问题的求解。数

值算例表明这个模型能够很好地模拟混凝土材料的

断裂过程，且能恰当地反映扩容行为。
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（上接第 !!页）
! " 由于条件限制，暂时无法提供小区的地下水

资料，在水量平衡计算中也未考虑，这对计算结果会

产生一些影响。

# 结 语

区域供水计量，特别是以行政区划（市、县）为单

位进行供水计量，将成为水资源优化管理、合理配置

的重要工作内容之一。本文选择里下河腹部区陶舍

小区作试点，运用水量平衡原理对圩区 IVVI b IVVG
年度和 IVVG b IVVW年度的实测资料分析验证，从验
证结果可以看出，利用水量平衡原理计算出的 I个
年度的水量平衡误差均在允许的范围内，试验区域

水量处于平衡状态，水量平衡模型能够用于区域供

水计量分析中。由于水量平衡计算中有些参数是查

阅资料得出的，另外观测的数据本身也有误差，因此

平衡计算的结果还有一定偏差，所以需要不断收集

实测资料、积累经验，对误差产生原因进一步分析并

加以消除，对水量平衡计算相关要素进行率定，然后

用实测资料来验证和修正，以便为平原河网区提供

更加完善的水量平衡计算模型，为区域供水计量提

供更加科学、合理的计算依据。
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