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摘要：针对传统汛期分期多采用定性、统计分析方法，其结果往往带有不确定性的缺陷，介绍了

M3261<最优分割法的基本原理和分割步骤。以海河流域密云水库为例，选取反映水库流域暴雨洪
水季节性规律的 E个指标，根据专家评判法给出各指标的权重系数，计算目标函数，进而进行汛期
的分期计算。综合分析和合理性验证表明，该方法具有多指标聚类、满足时序性划分且能判断分几

期较优等特点，较适用于汛期的定量分期研究。
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近年来，随着我国社会经济的快速发展，用水需

求不断加大，水库作为重要的供水水源地，人们对其

蓄水量和供水保证率的要求也在逐步提高。利用水

库分期汛限水位调控洪水资源，在保障防洪安全的

前提下不失时机地多蓄水，是当前优化水库运行管

理机制、缓解水资源短缺矛盾的一个重要途径［A］。

确定和调整分期汛限水位的一个重要前提就是基于

水库流域暴雨洪水的季节性变化规律对水库汛期进

行科学合理的分期。

目前常用的分期方法主要有成因分析法、数理

统计法、模糊集法［!!#］、分形法［B］、模糊系统聚类法［E］

等。成因分析法从成因背景出发，物理概念明确，但

由于缺乏精准的量化指标，分期较粗略。数理统计

法以统计特征因子（降雨、径流等）在汛期内的频率

分布作为划分汛期的标准，但对于如何分期具有较

大的主观性。模糊集法以汛期隶属度来定量描述非

汛期到汛期、汛期到非汛期的演变规律，但由于对指

标阈值的选取主观性较大，使得分期结果带有不确

定性。

汛期分期在数学上可以定义为一个时间序列的

聚类问题。另外它还具有一些基本特性：一是影响

因子众多，流域的暴雨洪水受天气系统、环流形势以

及下垫面条件等多种因素的综合影响，所以应综合

多个影响因子进行分期；二是水文系列具有较强的

时序性，汛期分期不同于对散点样本的聚类分析，分

期不能破坏时序性；三是汛期分期除了要解决如何

分期，还需要确定分几期最优或较优。目前常用的

定量分析方法如分形法、模糊系统聚类法等，处理上

就存在上述一些问题，或只能考虑单个影响因子，或

不能保证时序性，没有确定分几期较优的定量标准。
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因此，针对汛期分期的基本特性，需要研究更为适用

的分期方法。

!"#$%&最优分割法［’!(］是对有序样本进行分类
的一种统计方法，它具有多指标聚类、不破坏样本原

有顺序等特点，并能够根据定义的目标函数确定分

几期较优，因此能较好地应用于汛期分期中。事实

上，该方法作为一种传统的线性分类方法，已经在农

业区划、气象统计预报、地震周期预报、工业产品检

测、医学分析等许多方面得到了成功的应用。

! !"#$%&最优分割法的原理和分割步骤

!"#$%&最优分割法的分类依据是样本的总离差
平方和最小，进行分割的原则是使得各类内部样本

之间差异最小，而各类之间的差异最大。

设有 ! 个按一定顺序排列的样本，测得 " 项指
标，样本和指标之间通过指标特征值 #$%（ $ ) * + !，
% ) * + "）构建关系矩阵 !：
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若各指标间的物理量量纲不同，可将指标特征

值进行一致无量纲化处理：

#$%’ &
#$%

#,-.，%
（*）

式中：#$%’为一致无量纲化后的指标特征值；#,-.，%为
对应于第 % 个指标 #$%中的最大值。
按照各指标对样本分类的重要程度赋以不同的

权重系数!*，!/，⋯，!"，加权平均后可将多指标特

征值矩阵转化为一维特征值向量 "：
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以向量 " 作为初始分类的样本特征值，就可以
对样本序列进行分割，最优分割的步骤如下：

"# 定义类直径。类内部样本之间的差异程度
用类直径来表示，直径越小则差异越小。设某一类

)$，% )｛($，($ 0 *，⋯，(%｝，其中 % 1 $，定义其直径

*（ $，%）为样本离差平方和，则

*（ $，%）& !
%

+ & $
（(+ ,"($%）

/

"($% & *
% , $ - *!

%

+ & $
(+

（2）

式中：(+ 为样本特征值；"($%为均值。

$# 定义目标函数。若将 ! 个样本分成 . 类：
｛(%*，(%* 0 *，⋯，(%/ 3 *｝，｛(%/，(%/ 0 *，⋯，(%2 3 *｝，⋯，｛(%.，

(%. 0 *，⋯，(%. 0 * 3 *｝，其中 %*，%/，⋯，%. 为 . 个分点，其

下标满足 * ) %* 4 %/ 4⋯ 4 %.# %. 0 * 3 * ) !。最优分
割的实质就是寻找某一组分点，使得所有分类的直

径总和最小，定义这种分类的目标函数为

/（!，.）& ,"5!
.

+ & *
*（ %+，%+ -* , *） （6）

式中 ! ) %. 0 * 3 *。
%# 求解最优分类。有如下定理：有序样本的最

优 . 类分割一定是在其某一个截尾子段最优 . 3 *
类分割之后再添加一类形成的。容易验证有如下递

推公式：

/（!，.）& ,"5
.# %#!
［/（ % , *，. , *）- *（ %，!）］

（7）
假设要分 . 类，首先找分点 %. 使式（7）达到极小，即

/（!，.）& /（ %. , *，. , *）- *（ %.，!）（’）
得到第 . 类 )$. )｛(%.，(%. 0 *，⋯，(!｝，然后找到第

. 3 *个分点 %. 3 *，使它满足：

/（ %. , *，. , *）& /（ %. ,* , *，. , /）-
*（ %. ,*，%. , *） （8）

得到第 . 3 * 个分类 )$. 3 * )｛(%. 3 *，(%. 3 * 0 *，⋯，

(%. 3 *｝，类似的方法得到所有类 )$* ，⋯，)$. ，这就是

分类数为 . 的最优分类结果。
&# 确定较优分类数目。确定较优分类数有两

种方法："绘制目标函数 /（ !，.）随分类数 . 的变
化曲线，取该曲线拐弯处的 . 值为较优分类数；

#计算非负斜率"（ .）) /（!，.）3 /（!，. 3 *）
. 3（. 3 *） ，

当"（.）较大时表示分 . 类优于分 . 3 *类，当"（ .）
接近 9时表示没有继续细分的必要，一般取"（ .）最
大时的 . 值为较优分类数。

’ 实例分析

密云水库地处我国华北地区，属潮白河流域，水

库以上控制流域面积为 *7 8(( :,/。流域属中纬度

大陆性季风气候，夏季较短，气候炎热而多雨，冬季

较长，气候寒冷而干燥。汛期降雨多以暴雨形式集

中出现，多年平均降雨量约 779 ,,，降雨量年内分
配极为不均，汛期 ’ + ;月份约占全年的 (90，有必
要研究汛期分期问题。

’(! 基本资料及指标选择
水库流域汛期分期的主要影响因子为暴雨和洪

水在汛期内的时程分布特性和变化规律，其中暴雨

反映了气象因素的影响，而洪水则是气象与下垫面

等多种因素综合作用的反映。本文基于水库控制流

域的降雨资料和入库流量资料来分析，降雨采用密
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云水库控制流域的 !" 个代表性雨量站 !#$% & ’"""
年逐日雨量资料，利用泰森多边形法得到各年逐日

流域面平均雨量；入库流量采用密云水库 !#$’ &
’"""年逐日平均入库流量资料。
确定研究的论域为密云水库的汛期（$月 !(日

至 #月 !(日），以侯（( & $)为 !个侯）为基本分期单
元，论域内共有 !* 个侯。共选取 ( 个指标：侯面平
均雨量、侯最大 !日面平均雨量、侯最大 %日面平均
雨量、侯内暴雨天数（日雨量超过 (" ++的降雨天
数）和侯平均入库流量。指标特征值利用基本资料

统计得出，见表 !。
表 ! 指标特征值

侯序号 月（侯）

侯面
平均
雨量 !
++

侯最大

!日面
平均
雨量 !
++

侯最大

%日面
平均
雨量 !
++

侯内
暴雨
天数 !

)

侯平均
入库
流量 !
（+%·,- !）

! $（.） !’/0 0/( !!/’ ! !%/%*
’ $（(） !%/! */( !’/. ! !’/#"
% $（$） !(/! #/! !%/* !’ !(/0"
. 0（!） ’./* !*/% ’’/* ’# ’#/*’
( 0（’） ’!/( !’/* !*/0 # .’/*!
$ 0（%） ’(/" !(/% ’!/# !* ../’*
0 0（.） ’!/# !%/" !*/# !( .%/*"
* 0（(） ’*/( !$/! ’(/% %0 (#/!*
# 0（$） ’#/( !*/( ’./$ ’# #"/".
!" *（!） ’*/# !*/( ’(/’ %. !"#/""
!! *（’） ’./# !./’ ’!/$ !0 *#/(*
!’ *（%） ’0/" !./. ’./! %" !!’/."
!% *（.） !(/" !"/( !%/# # #"/*#
!. *（(） !’/! */’ !!/" ( $#/$"
!( *（$） !0/" !"/# !./" $ (0/$#
!$ #（!） !%/# #/. !’/’ % ("/0#
!0 #（’） */! (/$ 0/( ! ."/""
!* #（%） 0/( (/* $/# " %$/!$

注：$（.）表示 $月份的第 .个侯，即 $月 !( & ’"日。

!"! 分期计算
由于各指标的物理量量纲不同，首先应用式（!）

将指标特征值进行一致无量纲化处理，再由专家评判

法得出 (个指标相应的权重系数，! 1（"/’(，"/!’(，
"/!’(，"/’(，"/’(）2，代入式（’）计算得出向量 !。
由式（%）&（0）计算得出不同截断样本长度的目

标函数 "（ #，$），其中 # 1 $ 3 !，$ 3 ’，⋯，%；$ 1 ’，
%，⋯，%。这里 % 取 !*，计算结果见表 ’。
若将 !*个样本分 %类，由表 ’可知 "（ %，$）1

"（!*，%）1 "/’#，相应分点 &$ 1 &% 1 !%，得出第 %个分
类 ’!% 1｛(!%，(!.，⋯，(!*｝。再把前 !’个样本分成 ’
类，查表 ’得 "（!’，’）1 "/’!，&’ 1 .，即第 ’个分类

’!’ 1｛(.，((，⋯，(!’｝，从而第 ! 个分类 ’!! 1｛(!，

(’，(%｝。依据同样方法可以得到所有可能分类的最
优分类结果。

绘制目标函数 "（ %，$）及其非负斜率!（ $）随

表 ’ 目标函数 "（ #，$）计算结果

# $ 1 ’ $ 1 % $ 1 . $ 1 ( $ 1 $ $ 1 0 ⋯ $ 1 !*

% "/""（%） ⋯

. "/"!（.） "/""（.）
( "/"%（.） "/"!（(） "/""（(）
$ "/"%（.） "/"’（(） "/"!（(） "/""（$）
0 "/"%（.） "/"’（(） "/"!（(） "/""（$） "/""（0）
* "/"*（.） "/"%（*） "/"’（*） "/"!（*） "/""（*） "/""（*）
# "/!%（.） "/"%（*） "/"’（*） "/"!（*） "/""（*） "/""（*）
!" "/!#（.） "/".（*） "/"’（*） "/"!（*）"/"!（!"）"/""（!"）
!! "/!#（.） "/"$（*）"/".（!!）"/"’（!!）"/"!（!!）"/"!（!!）
!’ "/’!（.） "/"$（*） "/"(（*）"/".（!’）"/"’（!’）"/"!（!’）
!% "/’$（.） "/!$（*）"/"$（!%）"/"(（!%）"/".（!%）"/"’（!%）
!. "/%$（.）"/’’（!%）"/"0（!%）"/"$（!%）"/"(（!%）"/"%（!%）
!( "/.!（.）"/’’（!%）"/"0（!%）"/"$（!%）"/"(（!%）"/"%（!%）
!$ "/("（.）"/’%（!%）"/"*（!%）"/"$（!%）"/"(（!%）"/".（!%）
!0 "/$$（.）"/’$（!%）"/!!（!%）"/"*（!0）"/"$（!0）"/"(（!0）
!* "/0.（!.）"/’#（!%）"/!.（!%）"/"*（!0）"/"$（!0）"/"(（!0）⋯ "/""（!*）

注：括号内的数字为目标函数所对应的分点 &$，以各侯的序号表示。

分类数 $ 的变化曲线，如图 !所示。

图 ! "（%，$）和!（ $）随分类数 $ 的变化曲线
从图 !中可以看出，目标函数 "（ %，$）在 $ 1 %

处明显拐弯，非负斜率!（$）在 $ 1 %处取得最大值，
因此分析认为，密云水库汛期以分 %期较优，分期结
果见表 %。
表 % 45,678最优分割法分期结果与现行分期方案比较

分期方法 前汛期 主汛期 后汛期

45,678最优分割法 "$!!( & "$!%" "0!"! & "*!!( "*!!$ & "#!!(
现行方案 "$!!( & "*!!" "*!!! & "#!!(

由表 %可知，本次分期计算结果是在现行方案
原有主汛期内划分出一个前汛期，表明密云水库流

域暴雨洪水主要集中在主汛期，主汛期可以从 0月
!日开始；主、后汛期的分界点与现行方案相差( )，
这与本次分期划分时段以侯为单元有关。总体来

看，45,678最优分割法的分期结果能较好地反映暴
雨洪水在汛期的变化规律，且与现行方案基本一致，

验证了该方法的实用性及其结果的合理性。

# 结 语

$% 本文总结了汛期分期的数学本质和基本特
性，针对目前分期方法在适用性等方面的不足，将

45,678最优分割法应用于汛期分期中。以密云水库为
例，在确定出分 %期较优的基础上，（下转第 %0页）
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变曲线越来越趋近于双曲线，产生这种情形的根源是

不同!!下的应力 应变曲线叠加了相同的应力 应变

直线；!当!! 相同时，随着胶凝材料含量的增加，拟

合良好段对应的应变越来越大，拟合效果越来越好。

! 模型参数的确定

双曲线模型共 "个参数，即 !，"，#$，%，"，&，’，
(。在本次试验中，由于未能测出材料的侧向应变，
因此不能确定 &，’，(，只能确定 !，"，#$，%，"这 #
个参数。在本次计算中对泊松比不进行非线性迭代。

!"# % 和"的确定
从超贫胶结材料三轴试验曲线可以看出，$#%

超贫胶结材料应力 应变曲线的上升段基本为双曲

线，破坏时的应变值基本在 &)左右，考虑到试验曲
线还可以延长，所以建议破坏值取 &) ’ #)。在本
次计算中，考虑到了双曲线的拟合情况，所以破坏时

的应变值取为 ()。
根据拟合的双曲线，取轴向应变为 ()时对应

的!!与!) *!!，可得出不同胶凝材料含量的超贫胶

结材料的性质参数：黏聚力 % 和内摩擦角"，见表 &。
表 & 不同胶凝材料含量的超贫胶结材料参数

胶凝材料含量 *
（+,·-* !）

% * +./ " *（+）

!% (#)0&1 ()0!%
#% #%#0%2 (30)#
2% ))&"0)) (30(&

这里需要说明的是表 &中的 % 和"是对应叠加
后虚拟曲线的取值，而不是超贫胶结材料真实的黏

聚力和内摩擦角。

!"! #$ 的确定

由本构模型切线弹性模量的推导过程可知：

（!) ,!!）$ -
&%456" . &!!678"

) , 678"
（!）

根据 #$ 9
（!) *!!）$
（!) *!!）/

（式中（!) *!!）/ 为主应力

差渐近值）可以算出不同胶凝材料含量的超贫胶结

材料在不同围压下的值，取各自的平均值，就得到不

同胶凝材料含量相应的 #$。计算得到胶凝材料含

量为 !% +, : -!，#% +, : -!，2% +, : -! 时 #$ 值分别为

%0"2，%0""，%0"%。
!"$ ! 和 " 的确定
由 ;,（0 7 * 12）与 ;,（!! * 12）关系曲线及拟合方程，

可以计算 ! 和 "。计算得到胶凝材料用量为
!% +, : -!，#% +, : -!，2% +, : -!时，对应的 ! 和 " 值分别
!&3301!，%0!"(2；("13031，%0(()#；#3#(0(，%0!#%#。

$ 结 论

本文在三轴试验结果基础上，针对试验曲线存

在明显的软化特性，引入虚加刚性弹簧法建立了超

贫胶结材料的非线性本构模型，把实际材料的切线

模量表达为虚拟邓肯 张模型的切线模量与虚加弹

簧的弹性模量之差，并给出了不同胶凝材料含量虚

拟邓肯 张模型参数和虚加弹簧的弹性模量，成功地

建立了具有软化特性的超贫胶结材料的本构模型，

为超贫胶结材料的非线性分析奠定了基础。
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（上接第 )2页）将汛期划分为前汛期（2月 )#日 ’ 2
月 !%日）、主汛期（3 月 ) 日 ’ " 月 )# 日）和后汛期
（"月 )2日 ’ 1 月 )# 日）。分期结果与现行方案大
体一致，验证了本文方法的合理性。

%& ?76@AB最优分割法具有多指标聚类、时序性
划分以及能确定分几期较优等特点，基本满足汛期

分期问题的特性，因此适用于汛期的定量分期研究。

通过实例分析，本文认为综合分析汛期分期的影响

因子很重要，即指标的合理选取及权重系数的确定

是研究的关键，有待进一步探讨。
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