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水力 机械系统特性分析中管道水体弹性模型研究综述

王 源，周建旭

（河海大学水利水电工程学院，江苏 南京 !#$$@"）

摘要：综述国内外在水力 机械系统特性分析中常用的基于泰勒展开的多种形式压力管道内水体的

弹性模型，以及近几年研究的最新进展。针对具体算例，结合压力管道内水体的精确模型分析其他

各模型的特点和应用条件。分析表明，基于变分理论和 <2:IDJ-’0;K2.近似法得到的压力管道内水体
的弹性模型形式易于解耦、便于应用，能够直观地描述压力管道内水体的高阶水力特性。提出有待

进一步研究和分析的主要问题。
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我国目前已建或在建的大多数水电站或抽水蓄

能电站水头较高，且采用引水式开发方式，相应的引

水道或尾水道较长。若输水系统内水体仍采用传统

的刚性模型进行模拟，虽然易于系统的建模和仿真

分析，但是由于不能准确反映水力 机械系统的动态

特性，必然影响调节控制方案的确定。国内外专门

就压力管道内水体的刚性模型和弹性模型进行过较

深入的比较分析，分析结果表明，在压力管道较长时

水体应采用弹性模型进行模拟。因此，在综述国内

外常用的多种形式压力管道内水体弹性模型以及近

几年来相关研究最新进展的基础上，结合压力管道

内水体的精确模型，详细分析了其他各模型的特点

和应用条件，推荐适用较广、精度较高和易于实现的

弹性模型形式，并提出有待进一步研究和分析的主

要问题。

9 压力管道内水体弹性模型的研究现状和
进展

9:9 研究现状
通常，分析有压输水系统非恒定流的常用方法

是特征线法［#］，它是一种基于压力管道非恒定流基

本方程的显式差分格式，能够准确考虑水体的弹性，

适用于时域分析，主要进行水力 机械系统的大波动

过渡过程计算，若与状态方程分析相结合，也能进行

水力 机械系统的小扰动和水力干扰稳定性分析［!］，

不适用于系统的频域分析以及稳定性调节和优化控

制分析。

在水力 机械系统的稳定性和调节控制分析时，

有压输水系统常用状态方程和传递函数描述刚性或

弹性模型。#@@!年 WCCC工作组［H］归纳了几种压力
管道内水体的数学模型，包括不考虑水体弹性的非

线性模型、不考虑摩阻的线性模型以及考虑摩阻的
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弹性模型；!""# 年 $%&’()* 等［+］建立了描述单管多
机系统输水管道的总状态矩阵，同时也考虑了刚性

和弹性两种模型；文献［,!-］在水力系统数学模型的
应用和拓展方面开展了一定的研究工作。在国内，

结合水电站压力管道内水体的刚性模型和弹性模

型，也开展了水电站水力 机械系统的稳定性和调节

控制等多方面的研究［"］。

综合国内外在压力管道内水体数学建模方面的

研究，给出常用的反映压力管道内水体水力特性的

数学模型，为了便于分析和讨论，相关模型依次定义

为弹性模型"、弹性模型#和弹性模型$。
!" 基于考虑水体和压力管道弹性的水力振动

理论，由水力振动基本方程可以得到引水压力管道

内水体的精确弹性模型"［!］：

!（ "）# $（ "）
%（ "）# & ’.

*/(0（!(）
.%*0（!(）# & ’.1)(0（!(）

（!）
式中：!为管道的传播常数；( 为管道长度；’.为管

道的特征阻抗；" 为拉普拉斯变量；$（ "），%（ "）分别
为引水管中的水压变化和流量变化。

弹性模型"全面描述了作为连续介质的水体的
水力特性，可广泛用于系统的振动特性分析。

#" 文献［!2!!!］结合弹性模型"，引入待定系数
)*，+*，,*，-*（ * 3 !，4，#），依据 */(0. 和.%*0.的二阶
近似表达式提出了压力管道内水体弹性模型的低阶

近似格式：

’.*/(0（!(）
.%*0（!(） # !

/

* # !
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"4 0 ,*" 0 -*

（4）

对于简单管道来说采用二阶近似表达式较为实用，

但若引入水轮机、调压室、分岔点等几种集中元件的

模型，则不易进行处理，该近似模型在实际应用中很

少，在本文中不作具体分析。

$" 应用非线性函数 1)(0. 的泰勒展开式得到基
于泰勒展开式的弹性模型#［!4］：
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弹性模型#根据实际需要可得到不同阶数的表示形
式，该模型在实际中应用较广，但是，若阶数较高，则

多项式的次数相应提高，不易解耦。

%" 应用非线性函数 1)(0. 的连乘展开式得到基
于保留零点和极点的弹性模型$［!#］：
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弹性模型$保留了 1)(0. 的所有零点和极点，可以
保留展开式的适当项数，用集中参数等值地近似，与

弹性模型#类似，若阶数较高，则连乘式展开得到的
多项式次数相应提高，不易解耦。

综上所述：弹性模型"适用于频域分析，弹性模
型#和弹性模型$相应的表现形式为多项式或连乘
式，弹性阶数受到一定限制，对于单管单机系统和采

用低阶弹性模型较为适用，若要求较高阶的压力管

道内水体弹性模型时，则不易解耦，在应用上受到

限制。

&’( 最新进展
鉴于常用的有压管道内水体弹性模型在应用上

受到一定的限制，近年来，又相继提出了两种压力管

道内水体的弹性模型，依次定义为弹性模型&和弹
性模型’。

!" 基于变分理论和 6/1789):;’</(近似法，得到
弹性模型&［!+］：

!（ "）# $（ "）
%（ "）# & ’.
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弹性模型&的分母由连加式组成，且多项式的最高
次数为 4，易于解耦，得到压力管道内水体的高阶弹
性模型。

#" 基于“;指数”描述方法的弹性模型’［!,］：

!（ "）# $（ "）
%（ "）# & 41= ! & 4 ;& 2’ "

! 0 ;& 2’
( )" （>）

式中：1=为管道特性系数；2’ 为水锤相长或水锤波

反射时间。

弹性模型’是弹性模型"在不考虑摩阻时的简
化形式，同样全面描述了作为连续介质水体的水力

特性。

( 现有弹性模型的比较分析

某单管单机水电站，压力管道长度为 >22 ?（不
考虑尾水管的影响），管道内径为 ,52?，水锤波速为
!222? @ *，水头为 A#52?，流量为 !!>52?# @ *。若不考
虑压力管道的摩阻损失，即近似取阻抗 3#2，有
" 3 *"。考虑压力管道内水体的 #阶弹性，即阶数为
#，分别给出各种弹性模型的传递函数幅值随着"
的变化过程，见图 !。
由图 !可知：
!" 弹性模型’与压力管道内水体的精确模型

"的比较分析：在不考虑摩阻的情况下，弹性模型’
与压力管道内水体的精确模型"一致，即两种弹性
模型的零点和极点吻合。因此，弹性模型’能够较
准确地反映压力管道内水体的水力特性。但是，弹
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图 ! "种弹性模型的比较分析

性模型!采用“#指数”描述形式，适用于采用传递
函数形式描述的系统稳定性和优化控制分析，因不

易解耦，对于采用状态方程描述的系统则在应用上

受到一定的限制。若弹性模型!考虑摩阻的影响，
也只能采用近似方法进行描述［!"］，其近似表达式为

!（ "）# $（ "）
%（ "）# & $’% ! & $ #& (& "#&$ )’

! * #& (& "#&$ )( )
’

（(）
式中 )’为管壁摩阻系数，其余参数意义同前。

!" 弹性模型"与压力管道内水体的精确模型

#的比较分析：考虑某一弹性阶数，相应各零点基本
吻合，而较高阶极点存在一定的偏差，低阶极点的吻

合程度相对较好。因此，若考虑合理的弹性阶数，能

够使极点和零点均具有良好的吻合度，即采用弹性

模型"来描述压力管道内水体的水力特性可以满足
精度要求。

#" 弹性模型$、弹性模型%和弹性模型"与压
力管道内水体的精确模型#的比较分析：考虑压力
管道内水体的 )阶弹性，在一定的频率范围内，弹性
模型%和弹性模型"较接近精确模型#的解；弹性
模型$偏差较大，仅在低频范围内较适用，且该模型
由较高阶的多项式组成，不易解耦；与压力管道内水

体的精确模型#相比，弹性模型%与精确模型#在
较宽的频率范围内的吻合度要优于弹性模型"，但
是，模型%由较高阶的连乘式组成，不易解耦，在应
用上受到一定的限制。

综上分析可知：弹性模型!虽然精度高，但是采
用“#指数”描述形式在应用上受到一定的限制；压
力管道内水体的弹性模型$和弹性模型%的传递函
数若阶数较低，解耦尚较为简单，但若阶数较高，则

不易解耦形成一阶常微分方程组，在应用上受弹性

阶数的限制；弹性模型"不仅适用频率范围较宽、近
似精度较好，而且由于该模型的分母由连加式组成，

是一种易于解耦、便于广泛应用的弹性模型，若采用

合理的弹性模型阶数，能够较精确地描述压力管道

内水体的高阶水力特性。

$ 推荐弹性模型!的描述形式

基于采用传递函数描述的压力管道内水体的弹

性模型"，即式（"），进一步整理可得压力管道末端
流量的表示形式为
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将式（+）按不同的阶次展开，并分别进行拉普拉斯逆
变换，若该压力管道内水体采用 - 阶弹性模型，引
入中间变量 (.（ . , !，$，)，⋯，-），同时考虑 %（ +）#

!
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式中：$!，$$ 分别为压力管道始端和末端水头，对

于始端为水库的压力管道，$!为常数；% , %（ +），即
为压力管道末端流量；/.（ . , ’，!，$，⋯）为各阶流
量；1，2，)，3，%’ 分别为管道直径、面积、摩阻系

数、波速和初始流量。其余参数意义同前。

式（.）为采用状态方程描述的压力管道内水体的
弹性模型，适用于引水压力管道，同样可得到采用压

力管道始端流量描述的弹性模型，适用于尾水系统。

式（.）进一步表明：弹性模型"的分母由连加式
组成，且分母各项均为二次或一次多项式，易于解耦

得到不同精度的采用状态方程描述的数学模型，可

广泛应用于采用传递函数或状态方程描述的系统频

域或时域分析；同时，模型解耦得到的任何一阶二次

常微分方程均能直观准确地反映压力管道内水体的

各阶振动模式，状态变量的流量部分均代表压力管

道的各阶振荡流量和总流量。

% 有待进一步研究的问题

%&’ 弹性模型!的应用分析
与其他弹性模型比较，采用合理阶数的弹性模

型"描述压力管道内水体的水力特性对系统的稳定
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性分析有何影响，选择不同的弹性阶数来描述压力

管道内水体的水力特性，对系统稳定性的敏感性分

析等，需要进行进一步的分析。

!"# 水力系统部分复杂边界条件的处理
采用弹性模型!描述压力管道内水体的水力特

性，易于处理一些诸如调压室节点和机组节点等典

型的边界条件。而对于简单分岔点和环形管路等边

界条件的处理则比较复杂，需要引入部分代数方程，

包括节点处的流量平衡条件等，有待分析和完善。

!"$ 弹性模型!在优化控制领域的应用
弹性模型!不论是微分方程的形式还是传递函

数的形式，均可广泛应用于水电站稳定性分析、自动

控制等方面的研究中。在优化控制领域，若水力系

统采用弹性模型!描述，对相应控制规律的影响以
及控制方式的建立可开展更细致的研究和比较分析

工作。

% 结 语

综述了国内外在水力 机械系统特性分析中常

用的基于泰勒展开的多种形式的压力管道内水体弹

性模型和相关研究的最新进展，通过算例结合压力

管道内水体的精确模型比较分析了其他各模型的特

点和应用条件。常用的弹性模型表现形式为多项式

或连乘式，不易解耦，弹性阶数受到一定限制。基于

变分理论和 !"#$%&’()*+",近似法得到的弹性模型!
是一种易于解耦、便于广泛应用的模型，若采用合理

的弹性模型阶数，能够较直观精确地描述压力管道

内水体的高阶水力特性，据此提出了有待进一步深

入研究和分析的主要问题。
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