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摘要：对饱和 非饱和非稳定渗流分析的有限元计算方法加以改进，提出饱和度对渗透压力偏导数

的修正公式，消除了饱和 非饱和非稳定渗流计算中存在的数值弥散现象和参数拟合不收敛现象，

使迭代收敛速度提高了 B倍。同时也消除了有限元迭代求解过程中的振荡现象。经实例证明，本
文方法是有效可行的。
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孔隙介质像土壤、裂隙岩石、沙层、松散岩石等，

一般都由固相和它们之间的孔隙组成，孔隙一般由空

气和水来填充。地面降雨下渗、农田灌溉排水和库水

位变化时土坝渗流等都属于孔隙介质渗流，一般为饱

和 非饱和非稳定渗流。前人在这方面已经做了许多

有意义的工作［#!M］，但是数值弥散与参数拟合不收敛

的现象仍然值得研究。笔者根据水体的连续性方程

和动量方程，推导了饱和 非饱和非稳定渗流的整体

平衡方程，对求解过程中的数值弥散与参数拟合不收

敛现象进行改进，提出饱和度对渗透压力偏导数的修

正公式，有效消除了有限元迭代求解过程中的振荡现

象。算例说明本文方法是有效可行的。

9 饱和 非饱和非稳定渗流有限元模型

多孔介质饱和 非饱和土体中，水体的广义达西

定律即动量平衡方程为［N］

!T+
"# ? @"$ （#）

式中：!T+为动力渗透矩阵，!T+ W !T A（!/），其中 !T

为静力渗透矩阵；"# 为水流速；$ 为渗透压力。
水流的连续性方程：

@"4 "# ? #
%T
BT

"$ C +$ "$ （!）

式中：X"4 "# 为水流流入量（取单位体积水体）；

# 为孔隙率；#
%T
BT

"$ 为水体的体积压缩应变，其中

%T为饱和度，BT 为水体体积模量；+1 W ##
%T

#$
为湿

度，+1 "$ W ##
%T

#$
#$
#% W ##

%T

#% 为饱和度变化引起的水

量改变，可以由 %T Y $ 关系曲线得到。
将式（#）两边左乘 X"4!T，得到

@"4 "# ? "4（!T"$） （B）

将式（!）和式（B）合并，并记 #
D$

W #
%T
BT

Z +1，得到饱

和 非饱和非稳定渗流的平衡微分方程：

"4（!T"$）? #
D$

"$ （A）

多孔介质饱和 非饱和非稳定渗流的定解条件由初
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始条件和边界条件构成。

初始条件：

!（!，"，#，!）$ !!（!，"，#，!） （"）

边界条件通常有两类：

第一类边界条件，即已知水压力边界!#$：

!
!#$

$!!
!#$

% & ! （%）

式中!! 为边界!上的渗透压力。
第二类边界条件，即已知水头边界!$：

"#
!$

$ #"
!$

或 $$（’ #!）
!$

$ #"
!$

% & !

（&）
式中#"为边界!$上的水流速。

应用伽辽金加权余量法，并假定渗透压力近似

值的选择使得边界条件式（%）自动满足，即所谓的强
制边界条件，可以得到方程（’）的等效积分形式：

$"%( #(（’ $$#!）( )
)%[ ]"! *" (

$!&% [(（’ $$#! ’ #"）(&]’ *! $ ! （+）

式中：&’表示单位质量；% 和&% 分别是区域" 中及
边界! 上的任意权函数，对式（+）左端第 ) 项用
,-../ 公式进行分部积分，并选择权函数使得

*
!#$

0 !，&%
!$

0 1 %!$
，则等效积分式（+）变为如

下表示形式：

$" #%(（$$#!）( %( )
)%[ ]"! *" (

$!$

%( #"(&’*! $ ! （2）

根据有限元离散思想，将具有无限自由度的连续介

质离散为有限单元的组合体，每个单元内任一点的

渗透压力 !.可由单元节点值与插值函数（形函数）
表示为

!. $ (
+

, $ )
’.

# ,!! .
, $ ’.

#!! . （)!）

式中：+ 为每个单元的节点数；’.
# 0［’.

) (3，⋯，

-.
+(3］为渗透压力 ! 的形函数，(3 为 3 4 3的单位矩

阵；!! .为单元渗透压力矢量；!! .
, 为节点 , 的渗透压

力。整个区域所有单元的总和可以写成总体权函数

的形式：

! $ ’!! （))）
将式（))）代入式（)!），并选择形函数作为积分方程
的权函数，得

$"（#’）($$#’!!*" ($"’( )
)%

’ !" *" (

$!$

’( #"(&’*! $ ! （)5）

经整理可得饱和 非饱和非稳定渗流的有限元空间

离散方程：

)! ( *"! $ +# （)3）

式中：) 为渗透矩阵，) $$"（#’）($$#’*"；

* 为压缩矩阵，* $$"’( )
)%

’*"；+#为流体力向

量，+# $$!$

’()#(&’*!。

式（)3）中含有渗透压力对时间的一阶导数，由
于 $$是 *$ 的函数，*$ 是负压 !6 的函数，所以式
（)3）中 ) 和 * 均随时间而变化，即为饱和 非饱和
非稳定渗流方程。因此需要对方程进行时间离散后

才能将其转化为代数方程进行求解。这里采用广义

7.$89-:;!法进行时间域的数值积分，即所谓的
,7#<法，其中 #代表未知量展开为多项式的阶数，
<代表微分方程的阶数。选择 ,7))对 ! 进行离散，
第 . = )时刻的有限元方程为

).()!.() ( *.() "!.() $ +#，.() （)’）
预测步：

!#.() $ !. ("%"!. （)"）
校正步：

!.() $ !#.() (#"%""!. （)%）
"!.() $ "!. (""!. （)&）

将式（)"）>（)&）代入式（)’）中并整理得
), #，.()""! $*+ #，.() （)+）

式中：), #，. = )为系数矩阵，), #，. = ) 0#"%). = ) =
*. = )；*+ #，. = )为第 . = ) 时刻的流体力，*+ #，. = ) 0
+#，. = ) 1（). = )!#. = ) = *. = ) "!.）。

! 有限元计算中的改进

对饱和 非饱和非稳定渗流来说，其 $$ 和 *$

均是渗透压力的函数，需要根据压力水头确定单元

的 $$及 *$对渗透压力的偏导数
+*$

+!
，进而修正 )

和 *。
在实际工程中 $$ > ! 和 *$ > ! 关系曲线是根

据试验得到的有限个离散点数据，它们之间的函数

关系可以由离散点线性插值得到。例如，若当前 !
的值介于离散点 !/ 和 !/ = )之间时，渗透系数可以表
达为：0$1（!%）0 0*0 -（ !%），其中动力渗透系数 0*
为固有材料特性，不随压力水头值变化，0 -（ !%）为
相对渗透系数，可以由离散点数据线性插值得到：

0 -（!%）$ 0 -（!/）(
!% ’ !/
!/ () ’ !/
［0 -（!/ ()）’ 0 -（!/）］

（)2）
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若采用同样方法求解!!!

!"
，则!!!

!"
会呈现梯状［"!#$］，

在迭代求解过程中将产生振荡，造成迭代过程较慢

或迭代不收敛，即数值弥散现象。笔者将文献［"］的

方法加以改进，采用如下公式对!!!

!"
进行修正：

!!!

!" !
!!（"#$#）% !!（"#）

"#$# % "#
"#$# & $，"# & $

!!’

!" !
!!（"#）% #

"#
"#$#" $，"# & $

!!!

!" ! !!（"#$#）% # "#$# & $，"# " $

!!’

!" ! $ "#$#" $，"# "















 $

（%$）
式中："# & #为第 # & #时刻的压力水头；"# 为第 # 时
刻的压力水头。计算表明上述方法可以有效消除计

算中的数值弥散现象。

! 算例分析

为了验证本文方法的正确性，用 %个算例进行
渗流分析。

算例 " 用文献［’］和文献［(］中介绍的沙槽试验
模型，长 ’#) *+，宽 %’ *+，高 ’’ *+，模型材料为均匀
砂，孔隙率 # , $-..，饱和渗透系数 (!) , $-’’ *+ / 0，储
水率 *0 , $。非饱和砂土的饱和度、负压、相对渗透系
数关系如表 #所示。初始条件采用上下游水位均为
#$+的平衡态，当 + 1 $0后，上游水位骤升至 ’$*+，计
算区域划分为四边形单元，单元总数为’.2)，结点总
数为 ’2$.，最大迭代次数为’次，比文献［(］中加速后
的最大迭代次数 #%次小得多。计算成果与试验结果
如图 #所示，由图 #可知计算成果与试验结果很接
近，由此可见文中提出的有限元改进算法很有效，同

时也验证了程序的正确性。

表 # 砂土的土水特征值

饱和度 负压 , 345 相对渗透系数

#-$$ $ #-$$
$-"% $-’%) $-(6
$-2. $-2) $-(.
$-)$ $-(# $-%$
$-.) #-$ $-#’
$-#" #$-$ $-$#

算例 # 分析文献［##］中介绍的均质土坡，土
体参数：! , %-$ 7 #$’ 38 / +’，- , #-$ 7 #$. 45，" ,
%$.，(!) , ’-. 7 #$ 9 2 + / 0，# , $-..，非饱和土体的饱
和度、负压、相对渗透系数关系见表%，几何参数如
图 %所示，共剖分 % $$( 个结点，# (%$ 个四边形单
元，网格剖分如图 ’所示。

图 # 自由面数值解与沙槽模型试验结果比较
表 % 均质土坡的土水特征值

饱和度 负压 , 345 相对渗透系数

# $ #
$-("(% %#-#( (-"$ 7 #$ 9 #

$-(62’ ’#-$$ (-#$ 7 #$ 9 #

$-(’(2 ’(-.. .-"$ 7 #$ 9 #

$-2’#) .-"6 #-$$ 7 #$ 9 #

$-)%"$ )#-’# 2-$$ 7 #$ 9 %

$-’6(’ 2#-#% #-$$ 7 #$ 9 %

$-%"22 6%-"( %-$$ 7 #$ 9 ’

$-%#%) (%-$% %-$$ 7 #$ 9 .

$-#662 ##)-$6 %-$$ 7 #$ 9 )

$-#).6 #’"-#% ’-$$ 7 #$ 9 2

图 % 均质土坡模型尺寸

图 ’ 均质土坡网格剖分

$% 水位骤降工况自由面变化情况：初始条件采用上
下游水位均为 / 的平衡态，下游水位骤降至
0 , $-%)/，上游水位不变，坡体内自由面的变化过
程如图 .所示。

图 . 水位骤降时坡体内浸润线变化过程

&% 水位骤升工况自由面变化情况：初始条件采
用上下游水位均为 0 , $-%)/ 的平衡态，上游水位
骤升至 /，下游水位不变，坡体内自由面的变化过
程如图 )所示。

（下转第 ##页）
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越多。而 !"#$%算法可以搜索到全局最优解，例如
该算例比较结果中，拟合误差最小时，预测精度并不

高，而采用反演方法计算的结果，虽然拟合误差不是

最小，但预测精度却很高。

! 结 语

通过引入 !"#$%算法来反演 &’#’()的 *个重
要参数，理论分析和仿真试验表明了这种方法的有

效性，可以优化选择支持向量机参数，从而获得较好

的模型结果，有效解决了人为选择支持向量机参数

的随机性和盲目性，提高了预测的精度。

由于 &’#’() 具有良好外推能力，不必知道太
多的数据即可建模，而且在学习样本数量很多时又

不易陷入“维数灾难”，能保证解收敛于全局最优，预

测结果更接近于真实值，故可有效地根据土石坝原

型观测资料分析大坝中存在的渗流问题。
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图 C 水位骤升时坡体内浸润线变化过程

在求解过程中每步计算最多迭代 F次，有限元
计算就满足误差收敛条件!"+E Z +*，计算收敛速度

快。由图 G、图 C可知，*种工况的初期坡体内的孔
隙负压较大，且初期自由面变化较快，随时间增长变

化速度逐渐减小，直到趋于稳定，计算结果符合工程

实际规律。

! 结 语

推导了饱和 非饱和非稳定渗流的整体平衡方

程，对迭代求解过程中的数值弥散现象与参数拟合

不收敛现象，提出了一种改进方法。从算例可以看

出，文中所提的方法有效消除了有限元求解过程中

的振荡现象，并加快了迭代收敛速度，可以推广到实

际工程中进行应用。
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