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摘要：考虑静水压力项随水深的非线性变化，推导出计算二维浅水方程中静水压力项和底坡项的积

分平衡法，以消除静水条件下的虚假流动。采用三角形网格的有限体积法模拟浅水流动，在以斜底

模型逼近实际地形和控制体内变量线性分布的条件下，准确积分得出沿控制体界面的静水压力项

和控制体上底坡项的表达式，从理论上证明了在静水条件下两者能够达到平衡。过丘恒定流算例

计算结果表明，该算法能够使水流保持静水状态，不产生虚假流动。
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实际工程中遇到的很多流动问题都可以用浅水

方程［?］描述，如河口、湖泊、近海流动等。近 F$ 年
来，在计算空气动力学领域广泛应用的各种高性能

格式被逐渐移植到浅水流动的模拟中来［!］。为适应

复杂的几何边界和保持计算域上变量的积分守恒

性，通常采用基于无结构的三角形或四边形网格的

有限体积法进行模拟。对于主要由重力驱动的浅水

流动，地形处理成为模拟成败的关键因素［F］。反映

在计算中通常出现静水条件下的虚假流动。针对该

问题，许多学者提出阶梯流水力单元模型［#］、准平衡

态的波动传播算法［U］、水面坡降法［E］、数值平衡法［L］

和静水压力修正法［%］等。笔者针对基于三角形网格

的有限体积法，定义控制体与网格重合，采用网格中

心式布置变量并将变量插值到节点，在控制体内线

性重构变量时，提出计算静水压力项与底坡项的积

分平衡法。

; 虚假流动的产生

虚假流动产生的原因在于采用有限体积法离散

方程时，为将方程写成守恒形式，把水位梯度项分成

静水压力项和底坡项，以 ? 方向为例：
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式中：2 为总水深；!为水位；BC为底床高度。
为较好地逼近天然地形和方便地处理底坡，通

常采用斜底模型。对于三角形网格，F 个节点确定
?个平面，其方程可表示为
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式中 B$为原点处高程，则底坡可以很容易地求得：
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式中：!"#，!"$分别为#和$方向上的底坡；%，"为系数。
在静水条件下，静水压力梯度项和底坡项在控

制体内往往不能严格抵消，这样两者的平衡被打破，

产生虚假流动。为消除虚假流动，学者们提出多种

处理办法。主要分为 !类：一类是改变单元水力模
型，消去底坡项；另一类是对底坡项加以改造，使底

坡项与压力项在静水条件下能够平衡。

! 已有的解决方法

谭维炎等［"］、#$%&等［’］用局部平底模型代替阶
梯模型，将界面上的跌水问题转化为平底渠道上的

瞬时溃坝问题，以消去底坡项。计算时采用单元平

移法，用界面一侧的水深代替两侧不同水深，计算误

差较大。由于平底模型无法逼近复杂的水下地形，

且阶梯状的控制体边界给通量计算带来困难，目前

多倾向于采用斜底模型概化实际地形。

()*)+,)［-］提出准平衡态的波动传播算法（+,%./0
.1)%23 4%*)056&5%7%1/&8 %97&6/1$:）。基本思想是在每
个时间步长开始时，在每个控制体中心引入新的间

断。引入的间断保证变量在控制体内的平均值没有

改变，且其求解产生的波动能够消除控制体中底坡

项的影响。波动传播算法能够很好地计算接近平衡

态的微小扰动问题，然而对于远离平衡态的源项问

题，例如含有激波的明渠临界流不是很适合。此外，

该算法在三角形网格上较难实现。

#$&, 等［;］提出水面坡降法（ .,6<%=) 76%2/)81
:)1$&2），选择水位作为重构变量，在控制体内采用
分片线性重构，重构后的控制体中心水深等于控制

体上水深的积分平均值。对底坡项采用简单的中心

离散，则在静水条件下控制体中数值通量项与底坡

项严格相等。#$&, 等的算法对于三角形网格上的
底坡项离散有一定困难。

>&7)6.等［?］提出通量项和底坡项的数值平衡
法，用水位和静水深代替总水深，即
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式中 ’.为相对于假定基面的静水深。这样，流动的

产生是由水位的变化驱动，具有明确的物理意义。

>&7)6.等的方法没有考虑静水压力项的非线性分
布，通量项和底坡项的误差仍存在，只是在水位为零

时通量项与底坡项都为零，故不产生虚假流动。

潘存鸿等［@A］和王志力等［@@］分别提出以压力项

代替底坡项和将底坡项按特征方向分解的算法。

" 三角形网格有限体积法

"#$ 二维浅水方程
以向量形式表示的浅水方程为
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式中：, 和 - 分别为 # 和 $ 方向的流速；!/#，!/$分别

为 # 和 $ 方向上的摩阻项。

图 @ 静水压力项沿控制体界面分布示意图

"#! 有限体积法离散
采用网格中心式布置变量，控制体与网格重合

布置。网格节点变量的值由该节点所在控制体形心

处的变量值按距离的倒数加权得到。

在任意控制体" 中对方程（-）积分，应用格林
公式，得
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式中：% 为控制体边界!" 的单位外法向向量；2"
和 2 1 分别为面积分和线积分的微元；0（!）·% 为控
制体边界外法向方向上的通量，记为 0%（!）。
时间积分采用显式向前格式，则对控制体 2，

BCD离散方程为
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式中：52 为控制体 2 的面积；076
为沿第 6 边外法向方

向上的通量；16 为边界的长度；%! 为源项的某种
平均。

% 积分平衡法

%#$ 静水压力项与底坡项积分公式推导
F&:%)/［G］曾在水位为常数情况下推导出静水压

力项与底坡项满足静水条件的表达式。事实上只要

水深在控制体内线性分布，就能够通过积分求得静

水压力项的准确表达式，下面予以推导。

为计算沿控制体界面的静水压力项，沿控制体

的某条边建立局部坐标系（图 @），起点处水深为 ’A，

终点处水深为 ’@。为计算控制体内底坡项，建立局

部坐标系（图 !），控制体 E个节点坐标分别为
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图 ! 底坡项在控制体上积分示意图

!"（""，"），!#（"#，"）和 !!（"，#!），控制体节点处水深
分别为 $"，$#，$!。

参考有限元法三角形线性元的解析积分公式可

得到静水压力项沿界面积分表达式为
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式中：(#，*#为水深沿控制体界面线性重构系数；%
为边长。

底坡项在控制体上积分表达式为
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式中：(!，*!，, 为水深在控制体内线性重构系数；-
为控制体面积，- )（"# * ""）#! . !。
!"# 静水条件下的平衡证明
设节点 !"，!#，!!所对应的各边边长分别为 %"，

%#，%!（图 !），以 !"为顶点的内角为"，以 !# 为顶点

的内角为#。在静水条件下，" 和 # 方向的底坡分
别为：+*" ) (!，+*# ) *!。则静水压力项与底坡项在
" 方向的和为
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静水压力项与底坡项在 # 方向的和为
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采用式（&）、式（(）和式（#"）计算静水压力项和

底坡项时，在静水条件下两者严格相等，从而消除了

虚假流动。从上述推导过程来看，积分平衡法是对

采用线性重构时静水压力项和底坡项在控制体上的

准确求解，在计算浅水流动时不存在误差，而且适合

多种高性能计算格式。

$ 过丘恒定流算例

设计长 !" 1、宽 #" 1的水槽，水槽底部高程分
布为 /* {) 123 "4! * "4"5（ " * #"）!， }" ，以 "45 1网
格尺度进行网格剖分，共划分 # &5" 个计算单元
（图 ’）。水槽左边和右边分别为入流和出流开边界，上
边和下边为闭边界。设置静水深 $, ) "46 * /*，初始
水位、初始流速、入流和出流开边界处水位均为零。

该算例采用 708格式求解界面通量，模型边界按
文献［6］给出的方法处理。以时间步长!0 ) "4"# ,
计算至 !""""个循环时，最大流速为 #4!’ 9 #"* 6 1 : ,，
出现在图 ’所示的小三角形阴影单元。该控制体单
元形心坐标为（&4!5，"4#6(），处于水槽平底部分和
凸起部分的结合地带，" 和 # 方向的坡度分别为 *
"4#;5和 * ;4"’ 9 #"* ’。
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图 ! 矩形水槽三角形网格剖分

! 结 语

笔者讨论了采用有限体积法处理底坡项的常见

算法，推导出三角形网格斜底模型守恒物理量线性

重构时计算静水压力项和底坡项的积分平衡法。积

分平衡法能够准确计算控制体界面处的静水压力项

和控制体上底坡项的值，并且在静水条件下两者可以

保持严格的平衡。过丘恒定流算例计算结果表明，该

算法能够消除虚假流动，使水流保持静水状态。
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（上接第 %页）_ (‘&AA（绝对值，下同），且仅有 &个
残差超过 "AA，其余残差都小于 " AA。另外，残差
的符号有正有负，表明残差具有随机性。该算例卡尔

曼滤波法的拟合误差较小，采用卡尔曼滤波法预测

&((*年 "& 月 "* 日 NPMM 点水平位移变形值为
*’M‘%AA，而 NPMM点 &((*年 "&月 "*日水平位移变形
监测值为 *0(‘*AA，预测误差为 "‘)AA，预测效果较好。

" 结 语

笔者讨论了树坪滑坡的基本特征及树坪滑坡的

形成机制，介绍了树坪滑坡的监测系统及滑坡的变

形特征。变形监测表明树坪滑坡的变形主要与滑坡

体的地形地貌及土层结构有关，而大气降雨及三峡

水库库水位的影响是导致树坪滑坡产生变形的外界

因素，树坪滑坡上部变形小、下部变形大，表现为明

显的牵引式滑坡变形特征。使用泰勒级数建立滑坡

变形与时间的函数关系，并将泰勒级数的余项及时

间变化的 &次方及 !次方的系数变化量看作数学期
望为零的动态噪声，建立卡尔曼滤波模型，应用于树

坪滑坡变形的预测预报。算例计算结果表明卡尔曼

滤波模型的拟合效果和预测效果良好，可用于土质

滑坡变形的短期预测预报。
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