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摘要：为了模拟流体中污染物的传播，用分数布朗运动（9OB）产生非费克（/’/AP30Q3./）的扩散。提出
用 9OB粒子追踪模型通过粒子云来模拟污染物传播的具体方法，实例比较了传统的布朗粒子追踪
模型和 9OB粒子追踪模型。结果表明：9OB粒子追踪模型粒子云的传播速度和范围有明显的增加；
N><2;指数的变化可改变一个流动区域受污染物影响的程度，而这种现象是不能靠常规的布朗运动
来实现的；9OB粒子追踪法适用于沿海地区污染物传播的模拟。
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污染扩散是水利研究和环境研究的重要领域，

所以有必要准确地预测流体中污染物的扩散。要做

到这一点，需要一种准确模拟流体扩散的方法。传

统的方法通常是用对流扩散方程或粒子追踪［%］，但

这 !种方法都不能给出满意的结果。因为传统方法
粒子之间距离的方差与时间成正比，而实际上，例如

在大海里和沿海区域，当空间很大时，很少有符合这

种假定的情况［!］。最近研究［H!M］表明，在很大的活动

范围内，已经能用分数布朗运动（ 9<.0;3’/.( O<’W/3./
B’;3’/，简称 9OB）描述海面漂浮物的轨迹特征，因
此，可采用 9OB来模拟海面污染物扩散，为此，笔者
构建了 9OB粒子追踪模型。
粒子追踪模型可以用来提供有价值的信息以协

助问题的分析或工程设计，由于对模型的物理过程

了解仍然有限，这一模型仍有待进一步改善。迄今

为止，大多数粒子追踪模型采用随机布朗运动来描

述湍流的扩散，这种模型假设粒子轨迹是间断性连

续的，即粒子的运动轨迹遵循一个简单的随机散步

规律，表现出朝随机方向一步一步地移动的趋势。

然而，观察资料明显地表明，粒子运动是连续的，粒

子的拉格朗日记忆对预测下一步移动的方向起着重

要的作用［R］。模拟连续的运动，必须要用新兴的分

形统计方法。

本文简要介绍传统的粒子追踪模型，讨论 9OB
的生成及其所具有的分形和扩散的特性，并比较传

统的粒子追踪模型和 9OB 粒子追踪模型的模拟
结果。

7 传统的随机散步模型

传统的随机散步模型模拟的是大量粒子向空间

各个方向随机扩散的过程。这个扩散是和主流的对

流联系在一起的，是由主流的速度场决定的。传统

模型的随机步骤通常采用高斯概率分布（即布朗运

动）来定义。但传统的随机散步技术有一个根本的

缺陷，即它只产生费克（P30Q3./）发散，因此，如果大
量的粒子用于粒子追踪模型，则粒子云的方差!!
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扩散时间成正比，即

!!
" ! !"# （#）

式中：" 为扩散系数，它取决于流体的温度、黏度和
粒子的大小。因此，在每个空间方向上离散的布朗

运动 $（ #%），可以在离散时间 #% $ %!# 中产生（ % 为
整数，!# 为时间间隔），即把高斯分布中一系列的随
机步骤 &（ #%）相加：

$（ #%）! !
%

’ ! #
&（ #’） （!）

&（ #%）也叫高斯白噪声。
随机粒子移动步骤 &（ #%）的方差!!

%为

!!
% ! !"!# （&）

因此 ( 步后扩散结果的标准偏差可由式（’）简单地
给出：

!" !!%(
#
! （’）

式中：( 为随机散步的步数；!" 为 ( 步时的粒子云
的标准差；!%为单步粒子云的标准差。

图 # 二维的 ()*（) $ #+++）

! 分数布朗运动模型

和布朗运动一样，()*也是高斯白噪声相加产
生的，其定义为

$*（ #）! #

" * +( )#
!
"

#

,,
（ # , -）*, #

! -$（ -）（.）

式中：$*（ #）为时间 # 时的 ()*；$（ -）是一个高斯随
机过程；* 为 /0123指数。式（.）中分数型无穷下限
的积分实际上是不实用的，因为为了在时间 # 时逼
近 ()*而需要从负无穷开始积分。上述定义的另一
个问题是当 - 趋于 4 ,时是发散的。要用这个模型
有必要定义一个从原点开始的 ()*，即在 # $ + 时，
$*（ #）$ +。这可以用原定义式（.）减去在时间 # $ +
时的 ()*来得到，即

$*（ #）, $*（+）!
#

" * +{ )#
!

·

"
+

,,
（ # , -）*, #

! ,（, #）*,[ ]#
! -$（ -）{ ,

"
#

+
（ # , -）*, #

! -$（ - }） （5）

但仍必须从负无穷开始积分来准确定义 ()*，这个
问题可以这样解决：用有限的记忆导出一个离散的

()*近似表达式，即在式（5）的基础上定义［5］：

$*（ #%）!
#

" * +( ) {#
!
!

+

’ ! %, )
［（ % , ’）*, #

! ,

（, ’）*, #
!］.（ #’）+!

%

’ ! #
（ % , ’）*, #

! .（ #’ }） （6）
在 789-:;<1=3 等［6］最初对 ()*定义的基础上，

笔者提出了一个更精确的 ()*模型［>#?］，这个模型定
义为

$*（ %）, $*（ % , #）! #

" * +{ )#
!

{

·

!
% ,!

’ ! %, /
（ % , ’）*, #

! ,（ % , ’ , #）*,[ ]#
! ·

.（ ’）+ .（ % , # }） （>）

$*（ #%）, $*（+）! !
#%

% ! #
［$*（ %）, $*（ % , #）］

（?）
式中：$*（ #%）为在时间 #% 处第 % 次离散地逼近 ()*；

!# 为单位时间间隔；) 为用于 ()*近似值的有限记
忆；.（ %）为取样于高斯概率离散分布的随机步骤。
方程（>）和（?）构成了两步的 ()*模型。
不同于布朗运动模型，使用 ()*模型，计算量将

明显地增大，因为 ()*模型中的每一步都要和前面
的 ) 步相加，/0123指数 * 满足 + @ * @ #。当 * $
+A.时，式（>），（?）就简化成式（!）（常规布朗运动）。
/0123指数的取值不同，式（>），（?）得到的轨迹可能
是反持续的（* @ +A.）、间断性的（* $ +A.）或持续的
（* B +A.）。图 # 描述了平面上这 & 种不同类型的
轨迹。下面集中考虑持续的 ()*，它产生非费克的
类似于在湍流中的超扩散特性。

C2<=1:9等［&#’］通过研究发现，卫星追踪海洋表

·+#· 水利水电科技进展，!++?，!?（5） 012：+!.#>&6>5&&. 34/5%2：’6D 778 9 1:8 9 ;< 7##=：> > ??@ 9 778 9 1:8 9 ;<



面漂浮物的轨迹可以由持续的 !"#来描述。把全球
分成东北大西洋和 $%&’()*海两大区域分别进行研
究，发现 +%&(, 指数总是在 -./0 1 -.-/ 的范围内。
此外，+%&(, 指数和分形维数 !! 都可以描述 !"#。
分形维数可以更自然地描述 !"#，即它在所有比例
上都具有自相似的特征。分形维数表明了 !"#轨迹
充满它所在空间能力的大小，它和 +%&(, 指数有关
系，即

!! " #’2 3
#，( )4 （3-）

平面中的持续布朗运动更趋向于散开而不是充满整

个平面（见图 3（5））。分形维数满足 3 6 !! 6 4，即分
形维数比相应的欧几里德空间的维数小。

!"#粒子扩散云的标准差正比于时间的 +%&(,
指数幂，即满足

"5 "（4!$）# （33）

78%9*［3-］对大量数据的研究发现，在北海扩散系数
在 -.-: ; 44-#4 < (之间；=’()>&［33］对实验室水道测试
和实际溪流及运河水流的研究发现，扩散系数在

-.34? ; 3 :-- #4 < (的范围内，并特别指出，在河流和
沿海水域中，扩散系数一般在 -.-@ ; -.3: #4 < ( 之
间。要定义分形扩散需要扩散系数和比例指数，常

规布朗运动中的指数是
3
4，而在 !"#中被更普遍的

+%&(,指数 # 取代，- 6 # 6 3。# 的取值是根据粒子
云发散的程度"5由公式（33）所决定的。一般地说，
# 的取值越小，粒子云发散的程度就越小。注意到
# A -.B的扩散程度远远超过 # A -.:。典型的海洋
浮标轨迹的 # 值在 -./3 ; -.B@之间［0］。

! 沿海表面的扩散模拟

沿海或海洋中污染物的扩散主要包含 4 种运
动：对流和扩散。一般用粒子云来代表一群污染物。

假设粒子云在时刻 $ A -时从平面内一点释放，粒子
云就以对流和扩散两种形式结合起来同时做运动，

粒子在 % 时的位移为此时间段上对流部分加上扩散
部分，也就是 !"#增量：

!&（ %）" ’（ %）!$ (!)&（ %） （34）

!*（ %）" +（ %）!$ (!)*（ %） （3?）

在 & 及 * 方向上每一步的扩散位移为!)&（ %）及

!)*（ %），也就是由式（B），（0）定义的 4个独立的 !"#
增量。当碰到边界物时会产生反射，整个 !"#轨迹
的正负号也必须因反射而改变。这样就不会破坏

!"#的连续性，因而记忆不会由此中断。因此，式
（B），（0），（34），（3?）就构成 !"#粒子追踪模型。
采用一个理想化（也就是人为构造的具有规则

地理分布，且具有固定主流速）的沿海海湾，如图 4
所示。图 4（C）是海湾的均匀网格（每网格大小为
3-- # D 3-- #），主流从北向南，流速是 -.: # < (。
图 4（9）是放大后的海湾表面流速图。!"#粒子追踪
模型只包括主流、对流和由 !"#模型形成的湍流，不
计潮汐和其他因素引起的扩散。为简单起见，在

4个空间方向上，+%&(,指数都取 -./:。水流从西面
的深水区向东面的狭窄海湾流动，从左到右的深度

分布是：从主要区域开始的 :-- # 宽，其深度均是
:-#，到靠近东海岸线的地方只有 3-#深。

图 4 理想海湾的表面网格和流速

表面速度分布可以从一个分层的二维水动力学

模型获得。模型选择：（C）在海湾上游释放，用常规
布朗运动粒子追踪模型；（9）在海湾上游同一地点释
放，用 +%&(,指数是 -./: 的持续性 !"#粒子追踪模
型。设定 4个方向的扩散系数 ! A -.-3 #4 < (，由于
分数布朗运动技术的计算强度，在每个测试案例中

只释放 E-- 个粒子（通常数值模拟中要用到大约
3----以上的大量的粒子，但少数粒子也足以说明问
题）。粒子从网格中穿过，以平均对流速度对流（平

均速度由小格交点处的 E个速度矢量的双线性插值
得到），按照式（4）或式（B），（0）中的随机步骤扩散。
图 ?和图 E显示了测试的结果。

·33·水利水电科技进展，4--0，40（@） ,-.：-4:"B?/B@??: /012%.：34F 556 7 -86 7 9: 5$$;：< < ==> 7 556 7 -86 7 9:



图 ! 传统布朗分布（! " #$%）的粒子云扩散

图 & ’()（! " #$*%）的粒子云扩散

（下转第 +,页）

·+-· 水利水电科技进展，+##.，+.（/） "#$：#+%!,!*,/!!% %&’()$：*+0 ,,- . #/- . 01 ,223：4 4 556 . ,,- . #/- . 01



［ !］"#$%"&’ ( %，)’*( + (,-./ 0123 10 4./ 5/6278/9 :/;1<=4>
?210=;/ =5 6 4=96;;> 6<</;/264=5@ 0;1A［ B］, B 10 C/1?.>D=<6;
(/D/62<.，EF!E，!G（F）：!HGI!!HIJ,

［ F］王家生，朱代臣，孙贵洲，等 ,不同断面形态河槽阻力特
性试验［B］,水利水电科技进展，KHH!，K!（L）：EM!EL,

［EH］莱赫特曼 ,大气边界层物理学［N］,淮培民，译 ,北京：科
学出版社，EF!K：EJM,

［EE］$, ", O23> P16D46; *5@=5//2=5@ (/D/62<. P/54/2 , ".12/
?214/<4=15 365Q6;［N］, R6D.=5@415，), P,：R12;9 "<=/54=0=<
SQ8;=D.=5@ P1,，EF!J：EMJ!EMI,

［EK］TU+$(O)"* B, %6AD 10 0;1A =5 21Q@. ?=?/D［N］,R6D.=5@415，
),P,：TOPO -/<.,N/3，EFMI：EKFK,

［EM］肖洋，唐洪武，毛野，等 ,新型声学多普勒流速仪及其应
用［B］,河海大学学报：自然科学版，KHHK，MH（M）：EL!E!,

［EJ］黄才安，奚斌 ,泥沙颗粒起动时明渠阻力方程［B］,河海
大学学报：自然科学版，KHHH，K!（L）：F!!EHH,

［EL］卞华，李福田，蒋慧敏 ,二维加糙明渠的阻力特性［B］,河
海大学学报：自然科学版，EFFI，KL（G）：EEK!EEL,

［EG］张也影 ,流体动力学［N］,北京：高等教育出版社，EF!L：
KIM!K!H,

［EI］钱宁，万兆惠 ,泥沙运动力学［N］,北京：科学出版社，
EF!G：E!!!EFH,

（收稿日期：KHHF!HJ!EJ

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

编辑：熊水斌）

（上接第 EK页）
图 M和图 J是粒子云在时间 ! V H时，在网格坐

标（!LH，KLHH）处开始释放，即在主流区，而不是在海
湾环流区。图 M 中粒子按常规布朗运动扩散（" V
HWL）。观察粒子云的扩散，K . 记录 E 次，直到扩散
EK.为止。可以看出，常规布朗粒子云保持得很密
集，因为它们是在海湾环流边界外的主流区流动，大

多数粒子都流过海湾环流区，贴着海岸线流到下游

去了。一小部分粒子进入环流区，也贴着海岸线。

图 J中粒子的扩散位置和图 M 一样，但粒子按 0&3
扩散（" V HWIL）。这时粒子云的传播速度有很明显
的增加，导致更多的粒子既趋于上游海岸线的低速

水流区又向高速主流区运动，从而 K .后与图 M相比
污染物被稀释了。这在自然界中则意味着污染物浓

度的迅速降低。从环境的角度来看，这也意味着对

从原来的有毒水平降到了对生理安全的水平。另

外，更快的扩散导致更多的粒子进入海湾环流区，它

也导致环流区中粒子更密集的分布，因为粒子不像

" V HWL时那样被限制在海岸线边。因此，海湾中污
染物的增加不一定导致环流区海岸线处的污染物增

加。这又证实了一个重要的事实：XQ2D4指数的变化
可改变一个流动区域受污染物影响的程度，而这种

现象是不能靠常规的布朗运动来实现的。

! 结 语

0&3粒子追踪模型可用来模拟污染物在流体中
的传播，在推断污染物的去向和浓度中，XQ2D4 指数
起着很大的作用，通过改变 XQ2D4指数，可以对不同
污染程度进行扩散模拟。

0&3粒子追踪模型将对于用数值建模来模拟环
境中污染物的扩散提供一个很好的工具，它给任意

空间的非线性扩散带来了灵活性和可行性。0&3粒
子追踪模型也较容易推广到带有潮汐速度分量的扩

散过程，也可以延伸到 M维自由表面的扩散模型。
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