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摘要：采用与快速多极算法（>OO）相结合的一种边界类型无网格法———杂交边界点法（P+Q)O），以
碾压混凝土为例进行多域稳态热传导分析。数值算例表明，快速杂交边界点法（>OGP+Q)O）的计
算精度在 $R以内，求解过程效率不低于商业有限元软件。在考虑碾压混凝土中的多尺度构件（如
冷却水管，其长度为其直径的几千倍）时，快速杂交边界点法因其对复杂几何模型的适应能力强而

具有明显的优势，避免了像有限元那样将含有小构件的结构离散为网格模型时增大求解规模的

问题。
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混凝土浇筑过程的热传导分析，目前普遍采用

有限元法。但是有限元法在分析的过程中存在一些

较难解决的问题。首先，在几何模型上需要生成离

散的体单元网格模型，消耗大量时间和精力；其次，

简化模型时容易忽略水坝的局部细节结构，而细节

结构却最有可能产生热流集中并导致裂纹的产生；

最后，对计算结果进行的后处理过程中采用等效的

方法，网格需要划分得足够细才能近似模拟出热流

集中位置。解决上述难题，杂交边界点法（P+Q)O）
是一种较好的工程数值计算分析方法。它既具有像

边界元法的特点，即仅在边界上布点从而降低了求

解问题的维数，而且是一种纯无网格法［#!!］，可以直

接在 ]*J模型的表面分布离散的点进行数值模拟。
因此，它可以很方便地模拟大坝的无限域和局部细

节特征。但是最后得到的方程组系数矩阵是一个非

对称满秩的矩阵，从而限制了求解规模。#@CA 年，
耶鲁大学的 S;00.6-;+ 等［B］提出了快速多极算法。
该算法能够快速完成特别密集矩阵与向量的乘积运

算，并且同时降低空间复杂度［E］，使矩阵 向量乘法

的计算代价从 C（D$）减少到 C（D）。已有研究证
实：能够将该算法用于加速求解边界元的计算［D!A］，

使计算的空间复杂度和时间复杂度均降至 C（D）。
本文将 P+Q)O和快速多极算法结合起来实现对混
凝土进行稳态热传导数值仿真。

7 P+Q)O

P+Q)O建立在修正变分原理的基础上。在稳
态热传导中，修正变分原理中有 !个相互独立的场
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函数：域内温度场函数!，边界上温度场函数!!和
边界上法向流量场函数"!。对于三维域"，其边界

# !#! "#!，#!和#! 分别表示温度场和温度法向

流量的已知边界。相应的修正泛函为

$"# $#"
#
$!，%!，%%" &##"!（! &!!）%# &##!

$!!!%#

（#）
其中，!!满足强制边界条件，即在#!上!! !%!。
考虑局部子域周围的每个节点，变换式（#）可得

到驻值条件。写成矩阵形式如下：

!’ $ " (% （$）
#’ $ "(! （&）

其中 !，#，" 的公式参见文献［’］。 (%，(! 分别
为边界上各个节点的温度值和法向流量值。对于给

定问题，在边界上节点 )( 的 (!( 或 (! ( 值已知，因而联
立式（$）和式（&）就能解出未知量 ’。再将 ’ 回代入
式（$）和式（&），用系数矩阵 " 求解式（$）和式（&），求
得边界上未知的温度值或法向流量值。系数矩阵 !
和 #都是非对称满秩矩阵。直接迭代求解将是满秩
矩阵与稠密向量的乘积，它需要运算量的数量级为

*（+$）。快速多极算法能够高效地实现矩阵 向量乘

积。根据快速算法的基本思想，将边界单元进一步形

成边界叶子和边界簇结构。由 )*+,-. 级数的多极展
开式对核函数进行多极展开，推出快速多极杂交边界

点法的多极矩阵系数（式（/））。矩阵系数中各量和该
算法的具体推导过程参见文献［0］。
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式中：0 为实体球谐函数；, 为局部扩展系数。

图 # 混凝土模型

! 数值算例与分析

数值算例使用的快速杂交边界点法（345
6%784）采用9 " "编写。
以混凝土重力坝的一个坝段为例，其结构如图

#所示。水坝共分 :层，自上而下每层厚度分别为：

/;，’;，#$;，$2;，&2;，/2;，#22;。
!"# 单域稳态温度场
在混凝土模型中，设每层的材料相同，热导率

&! $</&: ’ = >（;·?），假设表面温度边界条件为
2（’，3，4）! ’& " 3& " 4& @ &3’$ @ &’4$ @ & 43$。
3456%784直接在混凝土 9AB模型上布点，节点个
数分别为 $:#22，#C&’/，’/0$，其中节点数为 ’/0$个
的模型如图 $所示。对相同的模型有限元商业软件
4D9EF*G.*H > 8*IG.*H进行网格划分的节点个数分别
为：#$#2$&，J0J:0，&&&’J，其中节点数为 && &’J个的
模型如图 &所示。对水坝每层取平行于端面的中心
线位置上点的热流密度 !’ 进行对比，并估计其相对
误差，误差估计公式为

5 $ #
! ;*K

#
/&

/

% $ #
（!（ 5）

% & !（/）
% ）(

$ （C）

式中：!（ 5）
% 为精确解；!（/）

% 为数值解。

图 $ 混凝土的 3456+784模型（’/0$个节点）

图 & 混凝土的 3L4模型（&&&’J个节点）

精确解为表面温度边界条件 2（ ’，3，4），数值
解分别为 3456%784和 3L4计算所得到的结果，如
表 #所示。
表 # 3456%784与 3L4计算 !’ 的结果对比

方法
自由度 6
个
时间 6

I
!’精度 6 7

第 /层 第 C层 第 J层 第 :层

345
6%784

$:#22 #:$ 2<#J 2<$’ 2</# 2<2/
#C&’/ C2 2<C’ 2<J: 2<C2 2<2/
’/0$ #0 #<2$ #<C’ #<’2 2<2:

3L4
#$#2$& $JC 2<&$ 2<&: 2</C 2</C
J0J:0 ’$ 2<&& 2<&’ 2<:2 2</J
&&&’J $C 2<JC 2<JJ #</J 2<02

注：3456%784包括分布节点时间和求解的时间；3L4只包括

8*IG.*H的求解时间，不包括 F*G.*H的前处理时间。
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从表 !可以看出，在同一台个人计算机上 "#$
%&’(#的整个计算时间（包括前处理和求解时间）
少于 ")# 的计算时间（仅包括求解器求解时间）。
"#$%&’(#在节点不过少的情况下，其计算精度比
")#更好。本算例说明 "#$%&’(# 在单域稳态温
度场热传导分析中具有很高的精度和效率。

!"! 多域稳态温度场
对图 !中的混凝土各层区域设置不同的材料参

数，自 上 而 下 各 层 区 域 的 热 导 率 分 别 为

*+,-,. /（0·1），*+2-,. /（0·1），*+3-,. /（0·1），
*+3*,. /（0·1），*+*-,. /（0·1），!+*-,. /（0·1），
*+23-4. /（0·1）。与 ! 轴垂直的两界面设定为绝
热边界条件，其他所有表面给定边界温度条件，其值

如图 2所示。然后分别用 "#$%&’(#和 ")#软件
#56789:;9< / (9=:;9< 进行热传导分析。计算完成后
取第 ,层与第 >层平行于端面的中心线位置上点的
"# 进行对比，如图 ,所示。从图 ,中可以看出，"#$
%&’(#（**?-*个节点）在模拟混凝土多域稳态热传
导中，仿真计算所得的结果与 ")#（!*! ?*3个节点）
的仿真结果基本保持一致。数值算例表明在稳态温

度场中进行多域的热传导分析能够获得与 ")#计
算结果相同的精度。为进一步模拟含有水管的混凝

土稳态温度场的热传导分析提供了可信的基础。

图 2 混凝土表面边界条件

!"# 加入水管多域稳态温度场
对于含有水管的混凝土，常规的 ")#需要将网

格模型的单元划分到足够小才能较好地模拟水管周

围的热流情况。但是网格单元划分过细对水坝而言

将大幅度增加求解规模。"#$%&’(#不需要划分网
格，只需在水管边界上布置离散的点，从而很好地克

服了上述缺点。例如：在图 !中的混凝土第 > 层埋
入 ,根水管，长度为 >, 0，直径为 ?+?3 0，壁厚为
?+?!0。钢管内壁的温度给定为 !? 1，计算模型如
图 >所示。然后用 "#$%&’(#进行计算。完成计算
后，在第 >层域内平行于水管位置附近取一系列点
对应的 "#，并与未加入水管时相同点对应的 "# 进

行比较，如图 -所示。从图 -中可以看出加入水管
后，在其端部位置热流密度发生了很大的变化，基本

符合实际。该算例表明"#$%&’(#具有处理含有

图 , "#$%&’(#与 ")#在 # 方向上的 "#

图 > 在混凝土第 >层埋入 ,根水管

图 - 第 >层域内平行于水管位置附近的点在 #方向上的 "#
水管的混凝土多域稳态温度场热传导问题的能力。

# 结 论

在上述 3 个数值算例中，"#$%&’(#都是直接
在 6@A模型上进行布点，无需像 ")# 一样在 6@A
模型上再生成网格模型。数值算例的结果表明：结

合快速多极算法的杂交边界点法在混凝土的稳态热

传导分析中保持了计算效率高和（下转第32页）
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精度高的优点，其次是前处理比 YSU软件方便，克
服了 YSU软件对细小特征采用等效方法将网格划
分得足够细才能近似模拟的缺点。该法在边界上增

加或减少节点非常容易，所以适用于解决自适应问

题、裂纹问题及接触问题。但是目前本文仅局限于

模拟稳态热传导，下一步结合双向互异法可推广到

非稳态的热传导以模拟实际混凝土的热传导问

题［!"］。

参考文献：

［ !］张见明 :一种新的边界类型无网格法———杂交边界点
法［T］:北京：清华大学，L""L：LQ!N!:

［ L ］‘).’* (4375E47D，].% ‘;875;37: U8C;68CC =8D?63 ;GI=4H
I@?7H3=G 7@H8 E89;@H >@EA?9 E@H86［(］: S7D K>4，L""!，L：

M"O!M!W:
［ M ］‘).’* (4375E47D，].% ‘;875;37: . ;GI=4H I@?7H3=G 7@H8

E89;@H［(］: 279 ( ’?E8= U89; S7D7D，L""L，NM：ON!!OPM:
［ X ］*$SS’*.$T 1，$%0)12’ /: . <3C9 36D@=49;E <@= A3=94>68

C4E?6394@7C［(］: ( R@EA ,;GC，!QWO，OM：MLN!MXW:
［ N］‘).’* (4375E47D， -.’.0. U: .H3A94J8 CA39436

H8>@EA@C494@7 @7 <3C9 E?694A68 U89;@H［(］: ( R@EA?9 ,;GC，

L""O，LLP：!O!LW:
［ P］’2K)2T. 0，’2K)2U+$. ’，0%#.].K)2 K: .AA64>394@7 @<

9;8 <3C9 E?694A@68 E89;@H 9@ 9;8 MT #SU 3736GC4C @< 868>9=@7
D?7C［ U ］: K@?9;3EA9@7： K@?9;3EA9@7 R@EA?9394@736
U8>;374>C ,?I64>394@7C，!QQO：LLQ!PLQ:

［ O］]%K)2T. -，’2K)2U+$. ’，0%#.].K)2 K: .AA64>394@7 @<
<3C9 E?694A@68 *368=^47 I@?7H3=G 4798D=36 8[?394@7 E89;@H 9@
863C9@C9394> >=3>^ A=@I68EC 47 MT［(］: 2798=7394@736 (@?=736 <@=
’?E8=4>36 U89;@HC 47 S7D4788=47D，L""!，N"：NLN!NXO:

［ W］‘).’* (4375E47D，-.’.0. U，U.-K+U%-% -: -;8 ;GI=4H
I@?7H3=G 7@H8 E89;@H 3>>868=398H IG <3C9 E?694A@68 8FA37C4@7
98>;74[?8 <@= MT A@9879436 A=@I68EC［(］: 2798=7394@736 ( ’?E
U89; S7D7D，L""X，PM：PP"!PW":

［ Q］]%K)2T. 0: .AA64>394@7C @< <3C9 E?694A@68 E89;@H 9@
I@?7H3=G 4798D=36 8[?394@7 E89;@H［$］: 0G@9@：T8A3=9E879 @<
*6@I36 S7J4=@7E879 S7D4788=47D，0G@9@ +74J8=C49G，L""!：MXN!
MW":

［!"］-.’.0. U，0+$%0.&. 0，U.-K+U%-% -: . 94E85
C98AA47D T$#SU <@= 9=37C4879 ;839 >@7H?>94@7 47 374C@9=@A4>
C@64HC［ (］: S7D4788=47D .736GC4C B49; #@?7H3=G S68E879C，
L""W，ML：!"XP!!"NM:

（收稿日期：L""Q!"L!!O 编辑：方宇彤）

·XM· 水利水电科技进展，L"!"，M"（!） !"#："LN!WMOWPMMN $%&’(#：)*a ++, - "., - /0 +112：3 3 445 - ++, - "., - /0




