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摘要：针对裂缝稳定性分析的 " 判据法，基于线弹性分析的局限性，将三维 ! 积分并入有限元计算
程序中，对结构已有的裂缝进行稳定性分析，主要对其实现的技术方法进行讨论，包括通过建立节

点间的邻接矩阵实现积分回路拓扑搜索以及积分计算的离散方法处理等。实例分析表明 ! 积分
与合理选取外推节点计算的缝端应力强度因子具有类似的计算结果，但 ! 积分对单元尺寸要求不
高，路径依赖性较小，作为裂缝稳定性与否的判断依据更有可比性及参考性。
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在水利工程中，裂缝是影响建筑物安全与正常

运行的不利因素之一。但由于裂缝物理特性的非线

性以及尖端处应力应变的奇异性，使得有限元模拟

计算困难，往往难以得出准确结果。目前进行裂缝

稳定性分析主要有 %种判据：E"，""，!"，!。在工
程断裂安全分析方面，由于缝端应力强度因子 ""
可以采用位移直接法计算，分析手续简单，应用最为

广泛［$!%］。但 ""是基于线弹性的公式，对弹塑性材
料存在塑性区修正的问题，为满足精度要求，分析中

对缝端单元尺寸及选用外推节点有很多限制［@!J］。

即便如此，采用靠近缝端的节点位移和采用远离缝

端的节点位移进行外推得到的 ""仍常存在较大差
异，难以进行规范化比较。而 ! 积分由于是从能量
角度对含裂缝物体的应力应变场进行分析，可以避

开裂缝尖端应力应变求解的困难，已成为研究弹塑

性断裂力学的主流。但 ! 积分的研究分析多限于
平面问题，三维 ! 积分的理论虽然已经比较成熟，
但由于还存在积分路线确定及 ! 积分有限元计算
等定量实现上的技术问题，在水利工程中的应用还

未能开展。据此，本文就三维 ! 积分并入有限元计
算程序中的计算处理方法进行讨论，以提供一些三

维 ! 积分应用的实现技术。

: 三维 ! 积分定义

为了避开求解裂缝前缘塑性区应力应变场时数

学上的困难，=301［A］从能量守恒出发，利用格林公式
分析了平面裂缝尖端区域应力应变场的强度，首次将

! 积分应用于断裂力学。在实践中，为解决 ! 积分对
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处理空间含裂纹问题存在的困难，陈国栋等［!］利用势

能原理和格林定理导出了三维 ! 积分表达式，并用高
斯公式证明在满足不计体力、小应变以及单调加载等

条件下，三维 ! 积分值与积分曲面无关。
三维 ! 积分可定义为以下曲面的积分：

! "!!
#（$，%，&）"#$（!，"）’ #·"$

"[ ]" %(

（&）
式中：!为裂缝下表面到上表面任一包围缝端的积
分曲面；# 为曲面上任一点的形变能密度函数，

# "#")*%#)*（")* 和#)*分别为应力和应变），若采用线

弹性本构关系，则 # ’ &
(")*#)*；! 为!上的向外单

位法线；# 为作用在! 上沿外法线方向的张力矢
量；" 为缝端位移方向（表明其扩展方向）的单位法
线矢量；$ 为!上的位移矢量。
为解决分析及评判的一致性问题，宫本博［)］进

一步提出了单位长度 ! 积分的计算形式（取裂缝扩
展方向为 $ 方向，如图 &所示）：

! " &
+!!

#（$，%，&）%%% & ’ ,)
"-)

"$ %[ ]( （(）
式中：+ 为计算裂缝长度；-) 为 ) 方向上的位移；) ’
&，(，*。

图 & 三维 ! 积分有限元积分曲面

! 三维 ! 积分有限元计算的程序实现

! 积分并入有限元计算主要存在积分路径的搜
索及依据有限元结果的积分实现等技术问题，对此

作以下讨论。

!"# 积分回路的拓扑搜索
虽然理论上 ! 积分对回路的选择没有要求，但

在实际的有限元模拟计算中考虑单元的离散性及计

算的易实现性，实际的回路选择都是以已有的线面

为参考。积分路径可以直接定义，但需要一定的计

算经验，显然不利于程序自动化的实现。为此，根据

有限元网格中点面之间连接的拓扑关系，采用拓扑

搜索自动定义积分路线。

考虑单元的划分及计算方便，三维 ! 积分曲面
一般选择成由 (个侧面 .(和 .*与 &个沿裂缝长度
方向的主面 .&组成（如图 &）。由于两侧面积分对
! 积分值贡献很小，基本不超过 &/［)］，故忽略不
计，只对主积分面 .& 进行积分路径寻找及曲面积
分，以简化 ! 积分的计算。
将积分曲面寻找转化成面上各积分回路节点寻

找（然后对应节点相连构成面信息）的平面拓扑搜索

问题，则按照拓扑搜索的概念，积分回路的定义就是

根据缝端区域单元或节点间的拓扑关系，首先拓扑

发现路径所在的区域，然后通过建立节点间的邻接

矩阵拓扑搜索约束化外回路。积分路径拓扑搜索的

实现步骤包括收集拓扑信息、研究回路区域、生成节

点邻接矩阵和回路的自动搜索。

!"#"# 收集拓扑信息
根据有限元程序获得的缝端区域单元及节点信

息，收集并设定如下所需拓扑信息：! 缝端节点及
各积分回路起始、结束节点编号；" 裂缝周围积分
区域的单元面拓扑信息，包括单元面编号及单元面

节点组成等，并以单元面信息为基础，利用对象选择

集函数得到边线段信息，由此确定面中节点的拓扑

连接关系。

!"#"! 确定回路区域
寻找包含上一积分回路节点（缝端节点作为初

始积分回路）且不为上一回路区域（积分回路所包围

的区域）的所有单元面，删除面法向与缝长度方向一

致的单元面，由此得到第 ) 个回路区间，将该区间所
有节点中上一回路区域的节点删去即得到构成该积

分回路的所有节点。

!"#"$ 生成节点邻接矩阵
在拓扑图中，点与点之间的连接关系可以用邻

接矩阵来描述。即把 0 个点的拓扑图表示为0 + 0
个元素的对称矩阵，行与列的元素都代表点的编号，

如果拓扑图的 ) 点与 * 点之间有边连接的话，其邻
接矩阵 1 中 ()*元素的值取为 &；否则为 ,。
确定回路节点集的邻接矩阵步骤如下：! 邻接

矩阵 % 的行、列数均为节点数 2；" 把矩阵 % 的所
有元素值 ()*置为零；# 对照回路区间线段表，若节
点 () 与 (* 相连的话，则在第 ) 行第 * 列赋值为 &，依
次填充矩阵。由此确定的邻接矩阵为对称矩阵。邻

接矩阵建立了节点间的拓扑关系，为实现回路的拓

扑连接搜索提供了数据结构上的支持。

!"#"% 回路的自动搜索
利用邻接矩阵自动搜索回路。设回路节点为

2个，为讨论方便，用 3)，4表示某一行的列号，$3)，4

表示 3)，4的邻接标号，即
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!!"，# $
!"，# % ! !" !"，# " & ’ !
! !"，# ${ &

（"）

整个搜索过程由第 !行开始，依次判断邻接矩
阵大于 #的元素作为起点。为讨论任意性，设［ "!，
"$］处的值 ("!，"$大于 #，记录 "!为第 !点，"$为第 $
点，然后转到［ "!，"$］的对称元素［ "$，"!］；在第 "$
行搜索 ("$，"!的邻接标号!("$，"!及再邻接标号，直至

找到 ("$，"" % #，把列号 "" 记录为第 " 点，然后再在
""行搜索第 &点⋯⋯这样经过若干次搜索之后，搜
索到所给的结束点时即可结束此次搜索。搜索的具

体顺序可以表示成式（&）的形式。

(" #! ("!，" #$

("$，"!
("$，" #"

(""，"$
(""，" #& （&）

由上述步骤，使用网格拓扑搜索就可以自动定

义多个不断增加尺寸的回路区域，而这些区域的边

界节点拓扑连接即成为积分回路。其中，第 !回路
区域由所有连接到裂纹尖端单元的节点构成，下一

区域在前一区域的基础上加上与前一区域节点相连

的所有单元节点。对于每个缝端节点分别确定积分

区域，各区域呈辐射状增长，对于规则网格，相当于

创建了一个垂直于裂纹前缘的节点盘。完成所有缝

端节点积分路径的寻找，即可根据节点对应关系确

定积分曲面。为了搜索及计算方便，一般要求裂缝

前沿网格应由退化的规则六面体单元组成，由此三

维裂缝拓扑搜索确定的积分回路如图 $所示。

图 $ 三维裂缝拓扑搜索 ) 积分路线

!"! 积分的计算
在式（$）中，令

)* $$!
*’+’ ,

)- $$!
-"
%."

%/ ’
{ (

（(）

在有限元中，积分曲面!被分割为一系列的单
元面。如果可以求出!上每个单元面的 )* 与 )-，
那么将所有的单元面结果相加，即可求得!上的 )。
据此，将 ) 的计算考虑如下：对于单个单元面，采用

线弹性本构关系 * ) !
$""0#"0，则

)**
$$!*

*’+’ , $$!*

*·!*’1* $

!*
$$!*

""0#"0’(* （+）

式中：!*为该单元面外法线方向矢量。

对此，如果能求得单元面上的应力、应变函数及

面边线的空间方程，则可进行精确计算。但有限元分

析往往只给出节点的计算结果，函数形式还需要利用

插值手段构建；另一方面需要积分的单元面较多而且

形状可能很不规则，积分边界的确定比较麻烦。

为了避开积分运算并获得较高的精度，仍然采

用有限元离散的思想，即将单元面各自边的中点连

接拆分成 & 个区域（图 "），对每个区域继续划分还
可分解成 !+个、+&个等。对于每个小的区域，可近
似认为应力、应变值保持不变（取四节点平均值）。

如此有

)**
$

!*
$&

!

# $ !
""0（#）#"0（#）(（#） （,）

式中：""0（#），#"0（#）分别为第 # 个区域的应力、应变
值；(（#）为第 # 个区域的面积。

图 " 积分剖分处理示意图

对于 )-，设 !!，!$，!"为面元 ’( 外法线 ! 的方
向余弦，由力的平衡条件有

-/ $"/-./$ %%+,-./& %%,/-./’
-+ $"+-./& %%,+-./’ %%/+-./$
-, $",-./’ %%/,-./$ %%+,-./

{
&

（0）

可求得

)- $$!
-"
%."

%/ ’1 $

$!
-/
%.
%/ % -+

%2
%/ % -,

%3
%( )/ ’1 （1）

由小变形条件下的应变位移关系#"0 )

!
$
%."

%/0
2%

.0

%/( )
"
，并结合有限元计算结果，取

%.
%/ $

!.
!/ !/ ’ #

!#/ !/ $
{

#
（!#）

%2
%/ $

!2
!/ !/ ’ #

$#/+ ’!
.
!+ !/ $ #，!+ ’

{ #
（!!）
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同样地，把每个单元面划分成多个积分区域，有

’($
##"$

("
!&
!" ) (*

!+
!" ) ($

!!
!( )" %, #

$
-

. # #
("$（.）!

&$（.）
!" ) (*$（.）!

+$（.）
!"[ )

($$（.）!
!/（.）
!

]" ,$（.） （#&）

由此得

’ # #
0$$（’1$

% ’($
） （#’）

! 实例分析

某重力拱坝坝高 #() *，水库正常高水位为
"+!!*。坝址区属大陆性气候，全年冷期长，气温变
差大。自运行以来，在坝体下游面出现 #&! 多条裂
缝，且以水平裂缝居多，其中 &!多条水平裂缝贯穿
坝段下游面。裂缝成因分析表明裂缝主要由低温拉

应力引起，为"型裂缝，比较危险。为此，选取拱冠
梁 ",+!-!!*高程处水平裂缝作为典型裂缝，应用 ’
积分法对其进行稳定性分析，并与应力强度因子法

所得结果进行对比。由于没有成熟的模拟裂缝自动

扩展的有限元应用模型，对裂缝开裂深度进行假定

（分别假定为 #-! *，"-! *，&-! *，’-! *等），分别分
析其稳定性。

对大坝建立三维有限元分析整体模型，见图 ’。
其中水平裂缝的缝端局部细化如图 ,所示（开裂深
度为 "-!*，其余不同开裂深度的模型类似）。裂缝
区（填充区所包含区域）采用退化六面体单元，缝端

加密单元尺寸 !-#", *左右，沿裂缝开裂方向单元
尺寸定义为 #*，简化了模拟不同开裂深度时模型的
重新划分（只需将裂缝区沿开裂方向平移），裂缝区

与整体采用 ./01技术接触连接。计算时采用反演
和设计参数，考虑材料非线性，采用 23045$367389$3
屈服准则。温度场计算以水温、气温和坝内温度计

测值近似作为边界约束条件，封拱温度场取为 ( :。
由于裂缝主要是由低温引起，为"类拉开型，裂缝及
横缝均采用 ;<=>84>单元模拟其接触及受拉张开性
态［#!］。

模型计算中选取典型荷载工况为：水压、自重、

低温等单项荷载工况以及水压 ?自重 ?低温组合工
况。经对各种工况下总体有限元模型分析，结果表

明水平裂缝在“" ,@! *水位 ? 低温 ? 坝体自重”工
况下梁向拉应力最大，对稳定最不利，因此，分析此

最不利荷载工况下裂缝的稳定性。

裂缝计算所得不同开裂深度时的 ’"积分值与
缝端应力强度因子 2"外推值列于表 #。由表 # 可
以看出：在小范围屈服及合理选取外推节点计算

2"的情况下，’"与 2"具有类似的计算结果；当水
平裂缝开裂深度为 ’-! * 时，2" A 2"3，且 ’" A
’"3，说明此时裂缝达到稳定状态。

表 # 缝端应力强度因子 2"及 ’"积分值

开裂
深度 4*

2"
［&］4

（B78·*# 4"）
2"3
［##］4

（B78·*# C"）

’" 4
（78·*）

’"3
［#"］4
（78·*）

#-! #-@, #-’# #,’-, ++-"(
"-! "-"& #-,( #+#-& )"-#+
&-! #-), #-+( #&(-& @"-@+
’-! #-&+ #-(& +(-+ @@-(+

图 +与图 (分别列出了假设开裂深度为 "-! *
时采用距缝端不同距离节点有限元结果计算出的

2"值及不同积分路径的 ’"积分值，可以看出：2"
有很强的距离依赖性，选取不同的节点值外推，其结

果可能差别较大；而 ’"积分值的路径依赖性很小，
基本一致。故 ’"积分作为裂缝稳定性与否的判断
依据更有可比性及参考性。

图 ’ 大坝三维有限元模型

图 , 裂缝细化有限元分析模型

图 + 距缝端不同距离应力强度因子计算值
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护库区水环境具有一定的理论意义和应用价值。

需要指出的是，本文工作是对三维水质预测模型

研究的初步探索。模型在污染源特别是面源估算、水

温分布引起的密度流影响、水库底泥及光合作用影响

等方面尚存不足。此外，没有模拟水温，而是将水温

数据作为边界条件输入模型。因此，在深入污染源研

究基础上，综合考虑各种影响因素，建立水温、水质耦

合求解的三维水质预测模型值得进一步研究和探索。
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图 T 不同积分路径 !"积分计算值

! 小 结

鉴于 ! 积分从能量角度对含裂缝物体的应力
应变场进行分析，可以避开裂纹尖端应力应变求解

的困难，将三维 ! 积分计算并入有限元计算程序
中，并对计算实现的技术方法进行了讨论，包括通过

建立节点间的邻接矩阵实现积分回路拓扑搜索以及

积分计算的离散方法等。实例分析表明其与合理选

取外推节点计算的 ""具有类似的计算结果。但 !
积分对单元尺寸大小要求不高，路径依赖性也很小，

作为裂缝稳定性与否的判断依据更有可比性及参考

性，可有效提高对裂缝的分析水平。
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