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摘要：将最小二乘回归应用于北京市水利科学研究所永乐店试验站冬小麦水肥生产函数建模，建立

了合理的、具有较强稳定性和预测能力的水肥生产函数模型。由该模型可知，水、肥 #个因素都具
有明显的增产效应。水肥耦合效应表现为水肥对产量的协同作用关系。随着作物耗水量的增加，

化肥的利用效率得到提高，而增加化肥的投入量又能提高水分利用效率。
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关于作物的水肥与产量关系研究由来已久，但

真正的量化关系研究特别是水肥协调关系方面的量

化研究则是进入 $A世纪以后［$］。化肥的大量施用，
不仅带来农业生产成本的增加，还对土壤及地下水

造成污染。因此，如何提高作物对水肥的利用效率、

减少化肥污染、提高农业生产效益，是目前及今后长

时间内有效地进行农业水肥管理的一个重要方面。

解决这一问题的基础是对水 肥 作物产量关系（作

物水肥生产函数）进行研究［#］。人们从不同的角度

入手探讨水分与作物产量的关系，建立了多种作物

水分生产函数模型。归纳起来，这些模型可分为

#大类：一类是以作物耗水（作物蒸腾量或腾发量）
为变量，寻找不同生育阶段不同程度的水分亏缺与

产量的关系；一类是建立作物生产过程不同农田水

分状 况 与 干 物 质 累 计 量 之 间 的 关 系［!］。

JY2.[>/0>’7(>［%］通过试验建立了冬小麦的全生育期
产量模型，该模型为多元线性模型，它考虑了生长期

和成熟期的降雨、温度和施肥；徐学选等［@］在黄土丘

陵区（固原）研究了春麦产量与降水和土壤供水的关

系，定量描述了底墒和生育期降水与产量的关系。

笔者在分析北京市水利科学研究所永乐店试验数据

的过程中，选择最小二乘回归建立了具有较高精度

和预测能力的冬小麦水肥生产函数模型，并对水肥

耦合效应进行了分析。

; 试验和数据

$AAA ] #"""年在北京市水利科学研究所永乐店
试验站的 #%个田间小区进行了冬小麦水肥二因子
非充分灌溉试验。试验站位于北京市通县永乐店镇

（地理位置 $$N^C_D，!A^B_*），试验区土质为砂壤土，
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土壤密度为 !"# $ % &’，田间持水量为 ’(")*。化肥
的施用主要是氮肥，为了进行对照，试验分为不施

肥、少施肥、中施肥和高施肥 #种情况。各小区的水
肥投入量和产量见表 !。用 !+ 表示由田间水量平

衡分析求得的作物在整个生育期间的腾发量（腾发

量 ,降雨量 -灌溉量 .土壤根系层含水的增加量），
有了腾发量（或灌溉量）和施肥量，就可以建立作物

全生育期的腾发量、施肥量与最终产量的函数模型。

这种模型适用于缺少大量试验数据区域的作物产量

与水肥关系的模拟，尤其是在干旱地区应用起来很

方便。

表 ! !/// 0 1222年水肥试验数据

试验样本 !+ % &&
化肥施量 %
（34·5&. 1）

作物产量 %
（34·5&. 1）

6! 1!!"( (22"2 #2!!"2
61 1!2"! #22") #1#(")
6’ ’2("/ (22"2 (’)!"2
6# !/2"! 2 ’!7’"2
8! 1)#") (22"2 #7’!")
81 1)2"’ #22") #9’9"2
8# 11("/ 2 #279")
:! 1##"’ (22"2 #1)9"2
:1 1(9") #22") )92/"2
:# 1)1"’ 2 ##!2"2
;! 1()"7 (22"2 )1!7")
;1 1()"/ #22") (’(9")
;’ 1(("( !//") )##’")
<1 1/2"2 #22") )#(9")
<’ 1/’"2 !//") ))#1")
<# 19’"7 2 )’#!")
=! ’29"1 (22"2 (’’#")
=1 ’29"! #22") (277")
=’ ’2)"’ !//") (’’#")
=# ’2!"2 2 (###"2
8’ 1#’"2 !//") ###9")
:’ ’2#"/ #22") (2#2")
;# 1))"9 2 )!#2")
<! 1/#"1 (22"2 )779")

注：8’，:’，;#，<!为模型检验样本，其余为建模样本。!+、化肥

施量 及 作 物 产 量 平 均 值 分 别 为 1(("!(9&&，1!"(9!34 % 5&1 和

’#/"97’34 % 5&1，标准差分别为’7"(7’&&，!("/2234 % 5&1和 (!"(’!34 % 5&1。

! 最小二乘回归的基本原理

普通最小二乘法（ >?@ABC?D EFCG$ GHIC?F，简称
JKL），是应用最多的参数估计方法。最小二乘估计
是一种方差最小的估计，有很强的优良性。它通过

最小化误差的平方和找到一组数据的最佳函数匹

配，求得一些未知的真值。

在实际问题中，与某随机变量 " 有关系的变量
往往有多个，而且它们之间的关系是非线性的。研

究随机变量 " 与一般变量 #!，#1，⋯，#$ 之间的相关
关系问题便是多元非线性回归问题。为了寻找 "

与一般变量 #!，#1，⋯，#$ 之间的相关关系，首先必须
收集 % 组独立观测值［(］#&!，#&1，⋯，#& $，"&（ & , !，1，
⋯，%）。
对 % 个有限样本的多元回归模型：
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参数的最小二乘估计：令

-（"2，"!，⋯，"$（ $ (’）,1）’ !
%

& ’ !
（"& ."2 .

"! #! . ⋯ ."$（ $ (’）,1 #1$）1 （1）
则各"& 的最小二乘估计/"&应该满足

-（ /"2，/"!，⋯，/"$（ $ (’）,1）’ &AB-（"2，"!，⋯，"$（ $ (’）,1）

（’）
由于 -（"2，"!，⋯，"$（ $ - ’）,1）是"2，"!，⋯，

"$（ $ - ’）,1的非负二次式，且关于"2，"!，⋯，"$（ $ - ’）,1均

可微，因而根据微积分原理，/"2，/"!，⋯ ，/"$（ $ - ’）,1是

下列方程组的解：

"-
""2

’ 2

"-
""0

’ 2 0 ’ !，1，⋯，$（ $ ( ’）,{ 1
（#）

通过整理可将其用矩阵表示为

（"1"）/" ’ "1! （)）
当（"1"）. !存在时，其最小估计为

/" ’（"1"）.!"1! （(）

" 最小二乘回归建模

关于冬小麦产量与农田耗水量的关系众说不

一，有直线、抛物线及对数型等关系，多数研究者采

用抛物线（二次多项式）来描述两者的关系：当耗水

量超过需水量时，产量不但不增加，而且有可能降

低。然而由于影响产量的因子不止是水分，肥料也

是影响作物产量的重要因子，不妨将冬小麦产量与

水肥 1个因子的关系用二元二次多项式进行拟合。
设 !+ 为 #!，化肥投入量为 #1，产量为 "，通过

多元回归，可以建立包含交叉项的水肥生产函数
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模型：

! "!! #!"$" #!#$# #!$$#" #!%$## #!&$"$#（’）
利用最小二乘回归原理，借助 ()((软件可以求

得 "*** + #!!! 年的水肥生产函数模型各项系数如
下：!! , - ’./"&*，!" , "/$..，!# , #/.$"，!$ ,
!/!!!’$’，!% , - !/!#$ &，!& , !/!!! #.。复相关检
验：%# , !/.00 $，% , !/*$"；显著性检验：& ,
#$/0& 1 &!/*&（&，"%）, $/00，可认为上述回归方程
（式（’））是显著的。
产量模型计算值与实测值的拟合结果如图 "所

示。另假设化肥量为 "&! 23 4 56#，#!! 66 7 ’8 7
$#!66的水肥组合系列，采用 "*** + #!!!年的水肥
生产函数模型系数计算相应的产量。从表 #可知计
算结果较接近实际值，说明最小二乘回归可求得正

确的水肥生产函数模型。

表 #

!
!!!

最小二乘回归模型模拟得到的冬小麦产量

’8 (66
产量 (
（23·56- #）

’8 (66
产量 (
（23·56- #

!! ）

!!#!! $’&! #00 &$#&

!!##! %#"& #.! &0’!

!!#%! %0*& $!! 0"0&
#0! &"&’ $#! 00’&

图 " 最小二乘回归产量拟合

表 $ 回归变量之间的简单相关系数

变量
回归系数

$" $# $"# $## $" $#
$" "/!!! - !/#*% - !/**$ !/!#0 !/#.*
$# "/!!! !/$0% - !/#&% - !/*!!
$"# "/!!! !/!!% - !/$’&
$## "/!!! - !/"’0
$" $# "/!!!

多元回归模型的使用有一个前提，就是自变量之

间不能存在严重的多重相关性。当 ! 中的变量高度
相关时，行列式 !)! 几乎接近于零（条件数趋于无
穷大），求 !)! 的逆阵会含有严重的舍入误差，因此
回归系数容易受较大舍入误差的影响，从而增加估计

值的抽样变异性。可以用简单相关系数粗略地分析

自变量之间的多重相关性。表 $列出了 "*** + #!!!

年水肥生产函数回归模型自变量之间的简单相关系

数。从表 $中可知，回归变量之间的相关系数比较
小，所以认为回归变量之间不存在多重相关性。

最小二乘回归的具体计算通过 ()((软件实现，
具体参见文献［’］。

! 对最小二乘回归模型的分析和讨论

由最小二乘法求得的水肥生产函数可以拟合

"*** + #!!!年冬小麦实测产量与计算产量。从图 "
来看，拟合结果具有较高的精度。但由于试验数据

是小样本容量，还不足以据此判断所建立回归模型

的正确性、稳健性及预测能力。为了进行判断，可以

假设代表各个试验处理水平的数据，利用模型模拟，

根据产量的模拟值来验证模型是否合理［.］。图 #反
映了化肥投入量不同时的 ’8 和产量关系。从图 #
中可以断定最小二乘回归得到的水肥生产函数模型

是稳定可靠的，可以据此分析水肥耦合效应［*］。

图 # 最小二乘回归模型模拟的 "*** + #!!!年冬小麦产量

由式（’）和表 #对 "*** + #!!!年的水肥生产函
数求一阶偏导数：

"!
"$"

" "/$.. # !/!!"%’$" # !/!!!#.$# （.）

"!
"$#

" #/.$" * !/!%’$# # !/!!!#.$" （*）

根据式（.）、式（*）可以进行如下分析。
"# 水肥的单因子效应。水肥生产函数一阶偏

导数的常数项都大于零，且一次项系数远小于常数

项，所以水肥投入量处于一定区域时两者都有明显

的增产效应［"!］。由式（.）和式（*）可知，当 ’8 不变

时，随着化肥投入量的增加，边际效应递减，甚至成
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为负效应。例如，若 !!固定为 "#$ %%，当化肥投入
量由 &# ’( ) *%"增加到 +,# ’( ) *%"时，化肥投入量的

边际效应由 "-..下降到 /-,+。!"
!#/
值的大小表示了

!!的边际效应。在化肥投入量一定的情况下，
!"
!#/

随着 !! 的增加而增加。但由于一次项系数很小，

所以可以认为!"
!#/
基本保持不变。也就是说，在化肥

投入量一定的情况下，产量与 !! 的关系可以近似

为直线关系。

!" 水肥耦合效应。水肥生产函数的交叉项化
肥的系数为正表明，水肥耦合效应表现为对产量的

协同作用，该作用能促进产量的提高。增加化肥投

入量有利于提高作物水分利用效率，反之亦然。

# 结 语

用多元非线性回归方法分析水分、肥料对冬小

麦产量的耦合影响，结果表明，只有当水分和肥料合

理搭配时才能充分发挥它们的作用。多元回归分析

时，最小二乘回归可正确地估计模型参数。利用该

方法建立了北京市水利科学研究所永乐店灌溉试验

站 /000 1 "$$$年的水肥生产函数回归模型。
模型的模拟结果表明该模型参数估计合理。对

模型的分析表明，!!和化肥 "个因素都具有明显的
增产效应。在化肥投入量不变的情况下，作物的水

分利用效率随着耗水量的增加而有所增加；在作物

耗水量保持不变的情况下，作物肥料利用效率随着

肥料投入量的增加而下降。在一定范围内，增加化

肥投入量能够提高作物产量，但在一定范围之外增

加化肥投入会引起作物减产。
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河道地形等条件的影响。为了进一步完善纵向一维

过饱和 !U< 释放预测模型，需积累更多的过饱和
!U<原型观测资料，并对 $!及!! 的取值范围作进

一步率定。同时，可以对泄水的非恒定流特征进行

研究，并开展二维或三维天然河道释放过程预测，进

一步完善过饱和 !U<沿程释放模型。

参考文献：

［ /］96 RHVGABH%LHF @ABFLEFGBH 7(LHEN2 WDMOGFN EAGFLAGM IBA KMFLA
［Q］2 XMJ*GH(FBH，U2 ;2：RHVGABH%LHF @ABFLEFGBH 7(LHEN，
/0S.2

［ "］谭德彩 2三峡工程致气体过饱和对鱼类致死效应的研
究［U］2重庆：西南大学，"$$.2

［ +］96 7A%N ;BAYJ BI RH(GHLLAJ2 !LE*HGEMO MHMONJGJ BI !U<
YABELJJLJ［Q］2 3ME’JBHVGOOL UGJFAGEF：96 7A%N ;BAYJ BI
RH(GHLLAJZ:BAF*KLJF UGVGJGBH，RHVGABH%LHFMO QLJBDAELJ MHC
[GJ* @OMHHGH( 4IIGELJ，"$$#2

［ & ］@4=>!7:4 T，;7QQ>;7 @，!9Q7: ;，LF MO 2 @ALCGEFGBH BI
F*L FBFMO CGJJBOVLC (MJ CBKHJFALM% BI JYGOOKMNJ DJGH( M FKBZ

Y*MJL IOBK %BCLO［;］2XBAOC XMFLA ;BH(ALJJ2［J2 O 2］2 "$$&2
［ #］XR8RQ =，?97:< ?，=7> \，LF MO 2 TBCLOGH( FBFMO CGJJBOVLC

(MJ YABCDEFGBH MHC FAMHJYBAF CBKHJFALM% BI JYGOOKMN：F*ALLZ
CG%LHJGBHMO CLVLOBY%LHF MHC MYYOGEMFGBH［;］2 >7?Q]>:84
［J2 O 2］，"$$&2

［ . ］=> QMH，=> 3GM，=> ^LZILH(，LF MO 2 [GLOC B_JLAVMFGBH BI FBFMO
CGJJBOVLC (MJ JDYLAJMFDAMFGBH BI *G(* CM%J［;］2 ++>7?Q
;BH(ALJJ2［J2 O 2］，"$$S2

［ ,］蒋亮，李嘉，李然，等 2紫坪铺下游过饱和溶解气体原型
观测研究［3］2水科学进展，"$$S，/0（+）：+.,!+,/2

［ S］蒋亮，李然，李嘉，等 2高坝下游水体中溶解气体过饱和
问题研究［3］2 四川大学学报：工程科学版，"$$S，&$（#）：
.0!,+2

［ 0］程香菊，陈永灿 2大坝泄洪下游水体溶解气体超饱和理
论分析及应用［3］2水科学进展，"$$,，/S（+）：+&.!+#$2

［/$］冯镜洁，李然，李克锋，等 2高坝下游过饱和 !U<释放过
程研究［3］2水力发电学报，"$/$，"0（/）：,!/"2

［//］李然，李嘉，李克锋，等，高坝工程总溶解气体过饱和预
测研究［3］2中国科学，"$$0，+0（/"）：/SS,!"$$.2

（收稿日期："$$0!/$!"S 编辑：高建群）

·S&· 水利水电科技进展，"$/$，+$（"） %&’：$"#!S+,S.++# !()*+’：,-‘ ../ 0 &1/ 0 23 .445：6 6 $$7 0 ../ 0 &1/ 0 23


	F1: 
	F2: 
	F3: 
	F4: 
	F5: 
	F6: 
	F7: 
	F8: 
	F9: 


