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摘要：采用传统的布朗运动粒子跟踪模型和改进的分数型布朗运动粒子跟踪模型分别研究海湾的

剪切湍流的分散。认为布朗运动和分数型布朗运动的幂律法则对简单的剪切扩散预测较为精确，

通过控制 O><2;指数可以控制剪切分散对海湾回流区的影响。研究表明，在简单的海湾模型中，明
显的剪切分散出现在主流方向的海湾入口处；随着纵向水流 O><2;指数的增加，横向水流的指数会
相应地减少。
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: 分数型布朗运动粒子追踪模型

非费克（/’/B[30X3./）扩散经常会在流体的扩散
过程中表现出来，因为流体中速度场具有长距离的

相互关联性，也称拉格朗日记忆［$］。传统的粒子追

踪技术只能模拟相互无关的随机散步（布朗运动）所

产生的费克（[30X3./）扩散过程。为了模拟粒子的连
续运动，\./,1(E<’;［#］发现分数型布朗运动（ 9TC）可
以模拟连续运动的随机分形，于是建立了分数型布

朗运动粒子追踪（[T\）模型。R>［!］在 \./,1(E<’;的
[T\模型［N］的基础上，通过对核的变形改进了原来
的模型，发展成 [T\I*]模型。[T\I*]模型不仅使
9TC的表达式简单化，而且克服了它原来的一些弊
病。[T\I*]模型的定义为
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式中：>;（ .）为描述 9TC的参数；D（ (）为取样于高斯
概率离散分布的随机步骤；; 为 O><2;指数；C 为描
述有限记忆的参数，C 越大则 >;（ .）越精确。当
; ^ "PQ时，">;（ .）得到离散时间的高斯白噪声，这
时粒子的运动就变成了布朗运动。

众所周知，流体中污染物的运动主要包含对流

和扩散。一群代表污染物的不规则粒子在 . ^ "时
从平面内一点释放出去，然后粒子云沿网格点对流。

粒子在 ( 时的位移为这一时间段上对流部分加上扩
散部分（9TC增量）的位移：
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!!" # $（ "）!% &!’(!（ "） （!）

!)" # *（ "）!% &!’()（ "） （"）
式中：!’(!（ "）及!’()（ "）分别为粒子在 ! 及 ) 方向
上每一步的扩散位移，也就是由式（#）定义的 #个独
立的 $%&增量；$（ "），*（ "）分别为粒子在 ! 和 ) 方
向的速度分量。

将边界反射与 $%&的连续性一起考虑，在边界
上为了产生反射轨迹，整个 $%&轨迹的正负号必须
因反射而改变，这样既能产生反射轨迹，又不破坏

$%&的记忆。
’%()*+模型在沿海污染物的传播领域已有很

广泛的应用［,"-#］。当 ./012指数 ( 3 45,时为布朗运
动，是费克扩散；4 6 ( 6 -（(!45,）时为 $%&，是非
费克扩散。 $%& 粒子分布云的标准偏差遵循以下
关系：

! #（#+, %）( （,）
式中扩散系数 +, 是常数。注意到当 ( 3 45, 时是
费克扩散（这时把扩散系数记为 +）。+, 与其相对

应的费克扩散中+ 的关系为
（#+, %）( #（#+%）- -# （7）

因此

+ # ##(.-+,
#(%#(.- （8）

根据一些水利研究者及科学家的分析，在小范

围的沿海区域，+, 一般在 454- 9 454#&# : 1范围内取
值［-!"-"］。文中取 +, 3 454-&# : 1。

! 简单的布朗剪切分散

沿速度梯度方向产生的剪切和分散对水流传播

方向具有很大的影响。+;<2=>?等［-,］给出了如下定
义：剪切分散是由横向剪切的平均流速和横向扩散

产生的平流。

首先考虑在 ! 和 ) 方向上扩散系数都等于 +
的费克扩散，如果没有剪切流动，在时间 % 以后 #个
方向上的方差分别为

!!
# # #+% （@）

!)
# # #+% （A）

BC=?1D?E［-7］发现线性剪切流的浓度分布保留其
高斯形式，但方差与中心的分散已彻底改变了。假

设速度 / 在 ) 方向是 ! 的函数，即 /（ !），则剪切流
的速度将随 ! 的增加而线性增加。

’C>12D0等［-8］通过求解对流扩散方程对时间的
概率密度得到粒子云剪切分散的方差：假设在 ! 和
) 方向上的扩散都是费克扩散，#个扩散系数都设为
+，在简单的剪切作用下，方差将变成

!!
# # #+% （-4）

!)
# # #+% & #

!"
#+%! （--）

式中："为流速 / 的梯度［-8］。
+C&F2D［-@］使用连续时间随机游动的方法，以另

一种方式确定了运动的概率。然而，他的计算结果

和式（--）的结果是一样的。对于更大的时间段，式
（--）可简化为

!)
# # #
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#+%! （-#）

为了验证这些研究结果，笔者构造了一个简单

的渠道，渠道尺寸为 #444& G ,444&（宽 G长），网格
间隔为,4& G -44 &。 ! 方向的速度设为零，) 方向
的速度设为 /（!）3 H 45444!!。
预计剪切分散发生在沿主流的方向上（由北到

南）。在渠道的上方（-444，,444）处释放粒子云。只
考虑 ! 方向上的简单费克扩散，在无剪切分散的前
提下得到!!

# 3 #+%，!#
) 3 4。在有剪切分散的前提

下，方差为

!!
# # #+% （-!）

!#
) # #

!"
#+%! （-"）

对式（-!）两边取对数，得

I?!! # -
# I?（#+）& -

# I? % （-,）

J0<E I?!!
I?( )% # 45, （-7）

对式（-"）两边取对数，得

I?!) # I?（" 45778" +）& !
# I? % （-8）

J0<E I?!)
I?( )% # -5, （-@）

当"3 45444!，+ 3 454-时，I?!! 和 I?!) 分别为

I?!! # . -5A,7 & -
# I? % （-A）

I?!) # . -457-8 & !
# I? % （#4）

在（- 444，, 444）处释放 - 444 个粒子云，到
-444个时间步长（!% 3 -4 &>?）时把 I?!! 和 I?!) 对

I? %的比值计算出来（( 3 45,），见图 -。由图 - 可
知，I?!! 和 I?!) 轴上的截距 0!，0) 分别为 H -5@A,和

H -458-8。图中的 ./012 指数 (图 3 J0<E I?!!
I?( )% 3

45"A8#45,。由式（-,）9（#4）计算得出 0! 和 0) 分

别为 H -5A,7和 H -457-8，此时 ( 3 45,。由此可知，
数值模拟结果与计算结果非常接近。

" 分数型布朗运动剪切分散

假设没有剪切分散，则!!
- - ( 3 #+, %，!- - (

) 3 4。
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图 ! 简单渠道中 "#!! 和 "#!"

对 "## 的比值（$% &’(）

在简单的剪切分散（即只考虑沿主流方向的扩散）情

况下，期待

!!
! $ % & )’( # （)!）

"#!! & % "#（)’(）) % "# # （))）

令常系数 * % ! $ *，% % &’(，对照式（!+），假设在 "
方向的扩散符合

!" & !*")%’(
%#!) % （)*）

当"% &’&&&*和 ’( % &’&!时，由式（)!）得
+! & % "#（)’(）& , *’,!)% （)+）

不同的%（& - % - !）对应的+!可以计算出来（表!）。
表 ! 不同的 %对应的截距

% %图
+!

期待值
数值
模拟值

式（)*）
计算值

+"

&’( &’+,. / !’,(0 / !’1,( / !’,++ / !&’.!.
&’0 &’(,* / )’*+. / )’**( / )’*)& / !!’))!
&’. &’01( / )’.*1 / )’00* / )’01& / !!’(1&
&’1 &’..) / *’!*& / )’,!1 / *’&)& / !!’1..
&’, &’1+1 / *’()! / *’&(+ / *’*!. / !)’&(.

注：%图 为从图中得到的 $2345指数，!# % !& 67#，粒子云数 - %

!&&&，时间步长为 !&&。

由表 !可知，计算值比数值模拟值更加接近期
待值。然而，数值模拟和计算得到的 % 和 +! 都稍

低于期望值，其原因目前尚不清楚。

现在考虑水流方向上的剪切分散。在 "#!! 和

"#!" 轴上的截距 +! 和 +" 分别由表 !给出。
由式（)*）可得

"#!" & "#（!*"）) %［"#（)’(）］)（! ) %）"# #
（)(）

仍设"% &’&&&*，’( % &’&!，则由式（)(）所得的 "#!!

轴上的截距 +" 为

+" & "#（&’&&&*!*）, *’,!)&% （)0）

因此

"#!* & +" ) *’,!)&% ) 1’!!!. （).）

将表 !中的 +" 代入式（).）即可求得 *。当 %

分别为 &’(，&’0，&’.，&’1，&’, 时，计算得出 * 分别
为 &’).),，&’)!1&，&’)*)*，&’)1&+，&’+).1。
在（!&&&，(&&&）处释放 !&&&个粒子云，到!&&个

时间步长（!# % !& 67#）时把 "#!! 和 "#!" 对 "# # 的比
值计算出来（% % &’0），见图 )。由图 )可得 "#!" 轴

上的截距 +" 和相应的 *，同理可得 % % &’(，&’0，
&’.，&’1，&’, 时的 +" 和 *，见表 )。由此可见，式
（)*）是一个很好的假设方程。因此，896的剪切分
散可由式（)*）和 * % &’* 决定。增加粒子云数，结
果会更加准确，可以证明 896剪切分散的常系数 *
实际上就等于 ! $ *。

图 ) 简单渠道中 "#!! 和 "#!"

对 "## 的比值（% % &’0）
表 ) 测试所得 +" 和 *

% %图 +" *

&’( &’(!1 / !&’.!. &’*!+)
&’0 &’0)& / !!’))! &’)(+.
&’. &’.!* / !!’(1& &’)(.)
&’1 &’1&* / !!’1.. &’)1.!
&’, &’11* / !)’&(. &’*.+0

图 * 海湾进口地带的水流速度

! 沿海湾回流区的剪切分散

这里将简单地讨论剪切分散发生在沿海湾模型

的主流区和回流区之间的情形。假设主流速仍由北

向南，& - ! - ! )&&，& - " - ( &&&（ " 的方向是由南向
北，与主流速方向相反），见图 *。!)&& - ! - )&&&之
间是回流区，这时)&&& - " - )1&&，见图+。图+显
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图 ! 海湾进口地带及回流区边界的剪切分散

图 " 海湾剪切区 #$!! 和 #$!" 对 #$#的最佳逼近线（$ % &’"）

示了速度矢量在回流区的循环模式。由图 ( ) !可
以看出，在 ! % *+&&和 ! % *!&&之间 " 方向的速度
有明显的增加。这一地区形成了主流区和回流区的

剪切带。考虑到海湾（回流区）的入口处不仅 " 方
向的速度增加，而且 ! 方向的速度也增加（从右到
左）。速度矢量的方向在这一地区也发生变化，一般

由北向南，从回流区向主流区沿 ! 方向增加。因
此，剪切分散应该与 ! 方向正交，即沿 " 方向发展。
海湾进口地带及回流区边界的剪切分散见

图 !。由图 !可知，垂直速度 %（ !）沿 , ! 方向非线
性减小（*&&& - ! - * !&&），在海湾的顶部和底部角
落处的流速梯度最大（+ &." - " - + .."）。因为跨越
整个区域的速度不是线性变化，并且速度方向不断

地改变，因而并不是简单的剪切分散。

如果不计 " 方向的扩散，可以生成一群粒子
云［(］，计算出!!（ #）和!"（ #）。记录（*+"&，+.."）处从
左上角的海湾区释放出费克粒子云后（$ % &’"）每
*&/0$ #$!! 和 #$!" 对 #$ # 的值（总时间为 * 1），将各
时刻的最佳逼近值连成最佳逼近线，见图 "。最佳

逼近线的梯度就是 23456 指数，$! % 7489
#$!!
#$!( )

"
，

$" %
#$!!
#$ # 。在这次剪切分散测试中，$ % &’"，& %

&’&*，!# % *&/0$，’ % *&&&。
计算分析可知：当 ! % * +"&，* (&&，* ("& 时，$!

分别为 &’"*& (，&’(:; "，&’+<! "，$" 分别为*’*.+<，
*’(((&，*’:.<<；当 ! 由 *+"&升至 *(&&，*("&时，$"

持续增加，$! 持续减小；" 方向存在一个明显的剪
切分散，$" 的平均梯度!$" % * = $（$ % &’"）；随着
$" 的增加，$! 在整个剪切带逐渐减小，而且由非线

性剪切速度所产生的 $" 可达到 *’:.<<。
在相同的条件下，另一个非费克粒子云在同一

点处被释放，此时 $ % &’<，测试结果见图 :。计算
分析可知，当 ! % * +"&，* (&&，* ("& 时，$! 分别为

&’<*(+，&’:!::，&’"&<;，$" 分别为 *’:*: &，*’:+& "，
+’&:!:；随着 $" 的增加，$! 逐渐减小。这就再次证

明了剪切分散发生在 " 方向上，!$" 约为 * = $（$ %
&’<）。

图 : 海湾剪切区 #$!!和 #$!"对 #$#的最佳逼近线（$ %&’<）

! 结 语

采用 >?@ABC模型研究了沿海水域的布朗剪切
分散以及 D?/剪切分散，认为式（+(）适用于所有不
同 $ 值的 D?/剪切分散的情形。从对沿海湾模型
的剪切流研究中发现，有大量的剪切分散发生在沿

海湾入口处（主流区与回流区的交界处，主要集中在

主流 " 方向）。从总的趋势看，随着 $" 的增加，$!

在整个剪切带逐渐减小；$" 的平均值约为* = $；由
非线性剪切速度所产生的 $" 可达到*’:.<<。
自然沿海港湾的剪切分散相当复杂，大面积海

洋表面湍流扩散的 23456指数可以超过 *［*;］。关于
D?/粒子追踪模型以及加速的 D?/粒子追踪模型及
其在自然沿海水面上的应用可参见文献［(，*+］。关
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于 !"#剪切分散的进一步研究方向包括大幅度增加
粒子云数，以获得更精确的常系数 ! 的值；把二维
!"#模型推广到三维，从而模拟自然水域的简单剪
切扩散，乃至复杂的剪切扩散，并把 !"#粒子追踪模
型从流体的分散推广到大气的分散。
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·简讯·

第三届中国水利水电岩土力学与工程学术讨论会将在杨凌召开

由中国水利学会岩土工程专业委员会主办，西北农林科技大学、南京水利科学研究院、中国水利水电科

学研究院、长安大学和西安理工大学承办，《岩土工程学报》编辑部、《岩石力学与工程学报》编辑部、《岩土力

学》编辑部、陕西省岩石力学与工程学会、陕西省黄土力学与工程重点实验室协办的第三届中国水利水电岩

土力学与工程学术讨论会将于 NY$Y年 L月 $M—$L日在陕西省杨凌国家高新农业示范区召开。大会将交流
讨论水利水电岩土力学与工程的最新发展，探讨重大岩土工程关键技术问题。会议主题包括："特殊土（黄
土、盐渍土、膨胀土、冻土）和岩石工程性质与测试技术；#岩土工程数值模拟理论与方法；$岩土工程原位试
验与物理模拟；%地震作用下的岩土构筑物破坏机理与灾害控制；&大型水利水电工程中的岩土力学问题与
环境保护；’环境岩土工程、地下工程、隧道工程、边坡工程、地基处理与桩基工程中的关键技术；(岩土体安
全监测技术与预测预报方法；)重大工程实录。

（本刊编辑部供稿）
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