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摘要：用偏微分方程最优控制中的变分伴随方法研究平面二维流 P’>223/2Q方程渗透系数反演问
题，根据正则化方法改造最小二乘方法并构造目标泛函，依据变分伴随方法构造迭代算法，迭代过

程中搜索方向选取泛函下降最快的负梯度方向。数值模拟结果表明该算法用于渗透系数的反演是

可行的。
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随着社会生产技术的发展，出现了许多与地下

水有关的新课题，如工业废水的排放导致地下水受

到严重污染等，因此研究地下水水质模型、控制地下

水污染等课题的研究变得刻不容缓。该类问题往往

归结为微分方程反问题。金忠青等［%］在其专著《工

程水力学反问题》中综述了 %"几年来反问题研究在
工程水力学方面的突出成果，系统地描述了这方面

的理论方法及实际应用背景。周孝德［$!!］在反问题

的稳定性方面也进行了专门的研究，得出了一些有

益的结果。

合理确定地下水渗流模型参数是地下水模拟分

析中的重要课题之一，在工程水力学领域，人们对参

数反演问题做了大量的研究工作并提出了计算方

法［O!#］，大致分为 $类：直接解法和间接解法。直接
解法就是从联系水头（或浓度、温度等）和水文地质

参数的偏微分方程或它的离散形式出发，把方程中

的水头（或浓度、温度等）代之以实际观测值，直接把

未知的水文地质参数解出来。局部直接求逆法、数

学规划法、罚函数直接法等都属于直接解法。间接

解法充分利用求解正问题是适定的这一性质，把反

问题化为一系列的正问题。虽然间接解法所需机时

比较多，但是比较稳定、实用，所以，目前一般都采用

间接解法。具体操作时，往往先给待定的水文地质

参数假设 %组初值，然后利用这组参数和相应的水
流模型去求解正问题，计算出各点在某时刻的水头

值，根据计算值和实际观测值之间的误差，不断修改

水文地质参数。如此反复修改，直到计算值和观测

值相差很小时为止，这时的水文参数值就是所求的

水文地质参数值［B］。遗传算法、同伦法、非线性最优

化方法等都属于间接解法。

$"世纪 @"年代初期由 (1?3E1;等［@］对气象资料
变分同化过程提出了伴随方法，自此，变分伴随方法
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在气象学与海洋学领域中的应用研究在国际上引起

了广泛关注，其中，对初边值条件、模式参数反演的

研究占很大一部分［!!""］。杜华栋等［"#］利用变分伴

随方法对一维半地转浅水模式中各参量的反演进行

了理论分析和数值试验。$%&’等［"(］利用该方法对
初始条件进行反演以提高暴风雨预报的准确性。然

而，变分伴随方法运用于反问题的研究大多表现在

对低维线性模型进行简单的理论分析和数值模拟。

本文用变分伴随方法求解平面矩形域上二维流

)*+,,-&%,.方程的渗透系数，利用正则化思想构造泛
函，采用变分伴随方法建立迭代格式，数值模拟结果

表明了算法的有效性。

! 反问题的提出

考虑平面二维流的 )*+,,-&%,. 方程初边值问
题［"/］：
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式中：" 为时间；"为平面区域，这里为矩形区域［0，
*"］1［0，*#］，其中 *"，*# 为区间端点；$ 和 & 为平面
区域上任一点的坐标；%（ $，&）为渗透系数，表示岩
层透水性大小，在均匀岩层中，渗透系数是与渗透区

域坐标无关的常数，而在非均匀岩层中，渗透系数随

空间坐标的变化而变化，这里 %（ $，&）为各向同性
时空间位置的函数；!（ $，&，"）为水头或潜水的水
位；)0，)" 分别为 $ 2 0，$ 2 *" 时 !（ $，&，"）关于 &
的变化情况；+0，+"分别为 & 2 0，& 2 *#时 !（$，&，"）
关于 $ 的变化情况；!（$，&）为水头初值；(（ $，&，"）
为入渗强度。

若 %，(，)0，)"，+0，+"，!已知且满足适当的光滑
性条件时，由偏微分方程理论可知式（"）的解 !（$，&，
"）存在且唯一。此时称该初边值问题为正问题。
若给定 !（$，&，"）在某时刻 -（- 3 0）的近似值

（测量值）#（$，&），来确定渗透系数 %（$，&），则该问
题为系数反问题。这类系数反演问题是偏微分方程

反问题的重要问题，也是工程技术领域中的重要

课题。

" 反问题的求解过程

"#! 目标泛函的构造
用正则化方法，改造最小二乘方法构造如下泛

函表达式：

.（%）# "
#$"［!（$，&，-）/#（$，&）］#4$4& ’

$#

#$
-

0$" !!
!( )$

#
’ !!
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式中：$
#

#$
-

0$" !!
!( ]$

#
’ !!
!( )&[ ]# 4$4&4 " 为引进的

稳定化泛函；$为正则化参数。
基于最优化理论思想，将上述反问题转化为一

个极小化问题：寻求最优的渗透系数 %（ $，&），使得
目标泛函（式（#））达到极小，可以通过计算式（#）关
于 0% 方向的梯度，借助适当的下降算法使它达到
极小。

"#" 目标泛函梯度的计算
目标泛函 .（%）关于 0% 方向的梯度计算主要分

为以下 (个步骤：
第 "步 推导切线性模式。
给 % 加一扰动 0%，记%%（$，&）2 %（ $，&）5%0%（ $，

&），其中%为系数，令 &!（ $，&，"）为扰动后式（"）的
解，定义 0! 为 ! 在 0% 方向的 678%9+: 导数，即 0! 2

;-<
%’0

&! = !
%
，则可以推导出 0!（$，&，"）满足式（(），称式

（(）为式（"）的切线性模式。
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第 #步 计算 .（%）在 0% 方向的导数。

.1（%；0%）# ;-<
%’0

.（% ’%0%）/ .（%）
%

一方面，导数可写为 .1（ %；0%）2（(%.，0%）；另一
方面，直接计算并化简可得

.1（%；0%）#$" !
" # -
［!（$，&，-）/#（$，&{ }）］4$4& /
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第%步 引入伴随函数,（$，&，’），构造伴随系统。
将式（%）乘以 ,（$，&，’），并积分得

!
!

"!""
"#
"’ ,#$#&# ’ *!

!

"!" ""$ (（$，&）"#"#
"[ ]${ %

"
"& (（$，&）"#"#

"[ ]& + ""$
"(（$，&）#（$，&，’）"#

"[ ]$ +

"
"&

"(（$，&）#（$，&，’）"#
"[ ] }& ,#$#&# ’ （&）

化简式（&），并结合式（%）中的边界条件，构造相应的
伴随系统：

+",
"’ * # "
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将式（&）（(）代入式（$）得
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!"# 建立迭代格式
设 ("（$，&）为初始猜测函数，可构造如下迭代

格式：

(.%’ * (. % /.0. . * "，’，!，⋯ （)）
式中：0. 为搜索步长，采用非精确搜索中的标准

*+,-.搜索［’&］；/. 表示搜索方向，选取 /. 为目标泛

函 )（(）的负梯度方向，使目标泛函达到最小。
!"$ 反问题的迭代算法
第 ’步 将式（’）中的渗透系数猜测函数设置

为 (.（. / "，’，!，⋯），求解一系列正问题（式（’）），
得到解析解或者数值解 #（$，&，’）。
第 !步 将测量值#（$，&）和式（’）的解 #（ $，

&，’）代入伴随系统（式（(）），其解为 ,（ $，&，’），从
而得到#(.

) 在 (. 处的值。

第 %步 给定一个很小的正数$、渗透系数初
始猜测函数 ("，通过迭代格式（式（)））得到近似解

序列 (.（. / "，’，!，⋯）。
第 $ 步 判断 )（ (. 0 ’）1 )（ (.）是否成立：

!是，则进一步判断 )（ (.）1$是否成立：是，则得
到 (. 0 ’&(；否，则回到第 ’ 步。"否，则重新选取
0.，然后回到第 %步。
第 &步 输出 ( 的近似结果。

图 ’ 试验 ’中 (（ $，&）精确解和反演解的比较

# 数值模拟

为检验上面的理论结果，根据算法中给出的步

骤进行数值模拟试验。首先，将区间［"，-’］，［"，-!］
及［"，!］分别进行 1$，1& 和 . 等分，利用欧拉向前
有限差分方法求解式（’）；其次，取上面相同的网格
剖分求解伴随系统（式（(））；然后，求解相应迭代格
式（式（)）），从而得到 ( 的近似结果；最后，定义整
体误差泛函，进行误差估计：

2（(’，(3）* ’
1$1&(

1$+’

4 * ’
(
1&+’

5 * ’
(’（$4，&5）+ (3（$4，&5）

（2）
式中：(’（$，&）为精确解；(3（ $，&）为终止迭代时的
近似解；2（(’，(3）为精确解和近似解的整体误差。
试验 ’：取 -’ / -! /%，&（ $，&）/（ $ 0 &）·

.3（ $ 0 &），6"（ ’）/（ ’ 0 &）.3 ’ 3 &，6’（ ’）/（ ’ 0%0 &）·

.3 ’ 3%3 &，7"（ ’）/（ ’ 0 $）.3 ’ 3 $，7’（ ’）/（ ’ 0 $ 0%）·

.3 ’ 3 $ 3%，若#（$，&，’）的真值为#（$，&，’）/（ ’ 0 $ 0
&）.3 ’ 3 $ 3 &，则 8（ $，&，’）可由方程计算得到。给定
#（$，&，!）的测量值#（$，&），反演 (（$，&）。
由于在水动力学研究中，渗透系数往往被取为

常数，当渗流介质是具有大裂隙的砂岩时，根据经验

值其渗透系数大约为 "4& 5 ’"3 ! 6 ’4% 5 ’"3 ! 78 9 :。
因此，选取 ’4" 5 ’"3 ! 78 9 :作为渗透系数的精确值，
取 ! / ’，空间网格剖分中 1$ / ’"，1& / ’"，时间网
格剖分中 . / !""，目标泛函 ) 的精度要求取为
’"3 2；选取 ( 的初始猜测函数为 ("（ $，&）/ ’4’ 5
’" 3 ! 78 9 :，将其代入方程并通过有限差分方法求解
式（’），得到在 ! / ’时刻的值，将其作为测量值，从
而计算 ( 的近似结果，模拟结果见图 ’，目标泛函在
迭代过程中的变化情况见图 !，并根据式（2）计算出
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整体误差为 !"#$%% & ’%( )。

图 * 试验 ’中目标泛函 ! 在迭代过程中的变化

试验 *：选取函数 "!（#，$）+ ,-.（ # / $）作为渗
透系数的精确值，取 % + ’，空间网格剖分中 &# +
’%，&$ + ’%，时间网格剖分中 ’ + *%%，目标泛函 ! 的
精度要求取为 ’% ( $；选取 "（ #，$）的初始猜测函数

为 "%（#，$）+ ,-.（ # / $）/ ’
( # / ’

( $ / %"%%’（ ( +

’%%%），将其代入方程并通过有限差分方法求解式
（’），得到在 % + ’时刻的值，将其作为测量值，从而
计算 " 的近似结果，模拟结果见图 0，目标泛函在迭
代过程中的变化情况见图 )，并根据式（$）计算出整
体误差为 ’"’’$’ & ’%( 0。

图 0 试验 *中 "（ #，$）精确解和反演解的比较

图 ) 试验 *中目标泛函 ! 在迭代过程中的变化

以上数值模拟结果表明，用变分伴随方法反演

二维流 123,,-.4,5 方程的渗透系数是可行的，但是
本文算法局部收敛，对于初始猜测函数以及目标泛

函中正则化参数的选取非常关键，而且本文所讨论

算法的收敛性条件与算法分析证明还需要进一步研

究，另外，该算法对于椭圆型方程反问题也有效。
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