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摘要：运用 P’’,G./节理单元和上限分析定理研究节理岩体边坡稳定情况。假设组成岩体的岩块
和节理为理想刚塑性且满足 Q’6<FR’>(’GS屈服准则，采用 P’’,G./节理单元建立了节理岩体边坡
稳定的上限分析有限元格式。通过把外载或自重的载荷乘子作为目标函数，形成了带等式约束的

非线性数学规划问题，采用一种无搜索直接迭代算法求解。数值计算结果表明单组节理岩体的节

理方向对岩体边坡稳定影响明显。
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利用弹塑性有限元［"!!］和极限分析有限元［%!A］

方法研究岩土结构的承载能力和边坡稳定性日趋成

熟和完善。而实际岩体边坡中，节理或不连续面往

往大量存在，对其进行稳定分析时必须对节理进行

单独处理。赵尚毅等［B］利用无厚度接触单元对节理

岩质边坡进行了分析，蒋坤等［"$］利用离散元中的

CC和 QR模型对节理岩体边坡进行了分析，刘红岩
等［""］利用 TJER分析了节理岩体边坡自然和地震
工况下的稳定问题，冯树荣等［"#］推导了两组节理边

坡的极限平衡解析解。总体说来，对节理岩体边坡

稳定的研究一直在发展中。

本文基于岩体的 Q’6<FR’>(’GS屈服准则，利用
传统的位移有限元和 P’’,G./节理单元，结合极限

分析上限定理，建立了节理岩体边坡稳定的上限分

析有限元数学规划格式，并采用一种直接迭代算法

进行求解。算例分析表明了该方法的有效性。

9 边坡稳定上限分析方法

假设节理岩体材料为理想刚塑性。塑性极限分

析中的上限定理描述为：在所有机动可能速度场中，

真实速度场所对应的塑性耗散总功率最小。在不考

虑速度间断面的情况下，有

"D
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式中：!-:为应力分量；"-:为应变分量；’- 为边界载荷；
<- 为位移分量；+- 为体力；#号表示机动允许的速
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度场所对应的物理量。

上限定理应用到边坡稳定分析，分为求解超载

系数（承载力）和稳定安全系数（安全储备）问题［!］。

这 "个问题可以合成如下数学规划问题：

! ! #$%!"
"#$（##$）##$&"

’ ( ) (!$%
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式中：" 为结构的空间域；$’ 为结构的位移边界。

求解超载系数时，边界载荷 &# 作为基准载荷，
体力做的功作为已知量加到目标函数中，结构所能

承受的极限载荷为!&#；求解安全系数时，体力 )# 作
为基准载荷，外力做的功作为已知量加到目标函数

中，结构所能承受的极限载荷为!)#。这样就将边坡
稳定问题转换为求解极限载荷乘子!。
在运用上限定理对边坡进行极限分析时，应把

式（*）左边化为用应变表示的形式。根据塑性变形
的正交流动法则和 ,-./01-23-#4屈服准则可以实现
上述转换。

首先，应力张量和应变张量均采用列向量表示，

即!5［#**，#""，#66，"#*"，"#"6，"#6*］
7，" 5［"**，"""，

"66，"*"，""6，"6*］
7，,-./01-23-#4屈服准则为
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其中
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由塑性正交流动法则，有

-#:#$ ! -&
"%（"#$）
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（8）

式中：,，%分别为黏聚力和摩擦角；%（"#$）为塑性势

函数；-&为非负的塑性比例因子。
根据相关联流动法则，势函数%（"#$）即为屈服

函数 *（"#$）。写成张量形式为

! ! !&,"9-’"%"（" + !） （;）
式（;）求逆得到

" ! *
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把式（<）代入式（6）有
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式（*）中的塑性耗散功率可以表示为

"#$（##$）##$ ! !7" +*# ! ( !7! （!）
这样就得到了以应变表示的塑性耗散函数表达式。

由式（"）和式（!），岩体边坡稳定的上限分析可以变
为如下的数学规划问题：
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! 采用 ?--&#@%节理单元的有限元格式

利用有限元技术将节理岩体边坡分为 . 个岩

块有限元离散体和 / 个节理单元，即 " 5 $
.
"#A B

$
/
" CA，式中 #表示岩块，C表示节理，A表示单元。为
避免混乱下文中 #省略。岩块的塑性耗散能离散
形式根据式（!）可以得
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式中：’# 为积分权重；0? 为单元积分点集；$A 为岩

块单元结点的位移列向量；#A为岩块单元的应变矩

阵，与一般有限元形式相同。

下面对节理单元的塑性耗散表达式进行推导。

这里采用的节理单元为无厚度界面单元，由

?--&#@%等［*6］最先提出，在岩体数值分析中利用广
泛。图 *为无厚度节理单元示意图，01 与 23 分别
与相邻岩块单元连接。

节理单元 0123 的节点位移为
$ CA !［’0，40，’1，’2，42，’3，43］7 （**）

定义界面相对位移!% 为节理单元的塑性应
变，在局部坐标系（ 5，6）中表示为

!% ! # CA$ CA （*"）
其中
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图 ! 无厚度 "##$%&’节理单元
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式中：!表示局部坐标系坐标；" 为节理单元长度。
假设节理塑性应变!" 与作用力满足塑性正交

流动法则：

!#" ! $"(
!%（$）
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定义节理的屈服函数 & (（#’(）与塑性势函数 %（$）之
间满足如下关系［!,］：
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这样节理单元的塑性应变率就可以写成与式（,）相
同的形式：
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从而 + 个节理单元的塑性耗散表达式为
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式中：$ 为作用在节理单元上的面力（#0，&）/；%（$）
为节理的塑性势函数；$"( 为节理的非负塑性比例因

子；#
)
表示张量的对称运算；% (为节理面的单位法

向量。

引入岩块单元和节理单元的结点转换矩阵 ))

和 ) ()，则 () 1 ))"，( () 1 ) ()"，" 为所有单元的结

点位移向量。令 *) 1 !/
)& 2 !!)，* () 1（! ()#

)
% ()）

/·

& (
2 !（! ()#

)
% ()），各单元集合成总体刚度矩阵后，节

理岩体边坡的总塑性耗散能为

&
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同时式（!*）中的约束条件可化为
+/" ! ! （6*）

式中：/ 为离散岩块积分点集；/ ( 为节理积分点集；
+ 为基准载荷对应的等效节点载荷列向量；" 为结
点位移列向量。

于是，节理岩体边坡的上限分析数学规划格式

表示为
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式中优化变量为 "。这样就将节理岩体边坡的塑
性上限分析转化为求解一个带等式约束的非线性数

学规划问题。

! 迭代算法

式（!3）是一个带等式约束的非线性规划问题，
其中的目标函数是非线性非光滑函数。对此进行规

划求解时需判断刚性区位置，因为在刚性区

（"/*’" 1 *，"/* ( ’" 1 *）目标函数呈现不可微性。
这里采用一种直接迭代算法求解［4］。

在问题求解之前刚性区未知，迭代求解从全塑

性开始，在迭代过程中不断识别刚性区，并依此对目

标函数进行不断修正，将约束条件 +/" 1 !通过拉
氏乘子法引入目标函数中。迭代过程中产生的载荷

因子序列单调递减收敛于真实解。算法步骤如下：

第 !步：求解以下极小化问题，实现对 " 的初
始化

’ ! %7’
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求得初始化节点位移 "* 后，初始极限载荷乘子’*

可按式（6+）确定：
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第 ! ! " 步（ ! # $，"，%，⋯）：逐个计算 !&""!
（ "! #）和 !&" ’ "!（ "! # ’）是否等于零，确定岩块和
节理的刚性区集合分别为 $! ! "和 $ ’，! ! "，塑性区集

合分别为 %! ! "和 % ’，! ! "。求解如下极小化问题：
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由此可求得该步迭代中的节点位移 ’! ! "，可按

式（%/）计算第 ! ! "步极限载荷乘子：

!!)" & "
(""! #
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!)"""!!)" ) #&
"$"!!)"）)

"
"! #’
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!)"" ’ "!!)" ) #&
’ "$ ’ "!!)"）（%/）

按照上述迭代步骤，就可以得到一个单调递减

的极限载荷乘子序列，该序列最终收敛于极限载荷

乘子的真实解。迭代收敛的判断准则由式（%0）
确定：

!!)" +!!

!!)"
$#"

%’!)" + ’!%
%’!)"% $#









 %
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式中：#"和#%为收敛值。

! 验证算例

为了验证以上方法，本文计算了赵尚毅等［1］的

算例。图 %为节理面倾角 .$,、- # "$ (的边坡示意
图，坡角为 2$,。图 3为边坡的离散网格，采用平面
四边形 . 节点单元，为构造图 " 中的节理单元，用
%条重合的直线表示节理并进行离散，从而可以获
得 . 节点节理单元。节理和岩块的黏聚力 .、内摩
擦角$、密度"分别为 "456，37,，%8/ 9 "$3 :; < (3和

$8"%456，%.,，"82 9 "$3 :; < (3。迭代计算过程如图 .
所示，迭代过程表明数值解能迅速收敛。本文计算

结果为 "8""，有限元和极限平衡结果分别为"8$3和
"8$0，其中极限平衡解为指定滑面的分析结果。本
文结果作为上限解与赵尚毅等［1］的有限元结果相差

//，满足精度要求；作为一种直接求解方法，可以满
足工程的需要。由于上限解对应的岩体已经开始滑

动破坏，因此利用该方法时要考虑一定的安全余度，

建议把结果折减 "$/处理。
为研究节理倾角对岩体边坡稳定的影响，利用本

文方法对不同节理倾角的边坡稳定进行分析，得到的

安全系数如图 /所示。分析结果表明：当节理倾角比
边坡坡角小时，边坡稳定系数小；节理倾角为 $,或 1$,
时，边坡稳定系数大，此时与没有节理的岩体边坡稳

定系数相当。通过以上算例研究，表明迭代 .次基本
可以得到收敛结果，迭代算法稳定可靠，而且与传统

的极限平衡分析方法相比不用搜索滑面。

图 % 节理岩体边坡几何模型

图 3 边坡有限元网格

图 . 边坡稳定迭代求解过程

图 / 不同节理倾角对应的边坡稳定安全系数

利用本文方法还对 % 组节理的情况进行了分
析，如图 0所示。计算得到的岩体边坡稳定系数为
"8$7，与单组节理岩体边坡稳定系数 "8"" 相差不
大，表明优势节理面为顺坡节理。计算得到的破坏

情况如图 2所示，利用本文方法可以得到破坏区的
分布和位移等。
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图 ! "组节理岩体边坡

图 # "组节理岩体边坡破坏位移分布

! 结 语

基于 $%&’()%*+%,-屈服准则，研究了满足理想
刚塑性假设的节理岩体边坡稳定分析方法。根据塑

性极限分析理论中的上限定理，利用 .%%/,01节理
单元，建立了基于传统位移有限元模式的节理岩体

边坡稳定分析数学规划格式，采用一种直接迭代算

法进行了求解。算例迭代过程和结果表明本文方法

计算效率高、稳定性好，研究表明节理倾角对岩体边

坡稳定有比较大的影响。本方法可应用于含裂隙、

断层和硬性结构面等岩体边坡稳定分析中。
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·简讯·

第 2"届国际岩石力学大会将在北京举行

由国际岩石力学学会（:>9$）主办、中国岩石力
学与工程学会和新加坡岩石力学学会共同承办的第

2"届国际岩石力学大会将于 "522 年 25 月 28—
"2日在北京国家会议中心召开。这是首次在中国
举行的国际岩石力学大会，大会主题是“岩石工程与

环境和谐”。国际岩石力学大会是国际上最高水平

的岩石力学与工程界的学术大会，每 Q年举办 2次，
至今已举办过 22届。成功申办到第 2"届国际岩石
力学大会的举办权是我国强盛的体现，对我国岩石

力学界科技人员给予了极大鼓舞。本次大会还将举

办国际岩石力学学会成立 75周年纪念会，也是世界
岩石力学界的一次盛会，国际组织对我国举办第

2"届国际岩石力学大会寄予厚望。本次大会将以
大会特邀报告、分会场报告和论文展示等多种方式

开展学术交流。届时将有近 Q55余位国外专家学者
参会。本次大会旨在使岩石力学和岩石工程得到社

会更多的了解和支持，进一步发展和推进岩石力学

学科，同时也向世界展示中国工程建设和岩石力学

领域的新成果和新技术。

（本刊编辑部供稿）
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