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摘要：从 $种悬沙垂向分布公式出发，结合对数流速分布公式，导出 $种常见垂向平均含沙量计算
方法的比值关系表达式。讨论了 $种方法的区别与联系：两者不一定相等，比值可以大于 "，也可
以小于 "，当近底相对水深稍大（如大于 %Q%"）时加权平均含沙量小于算术平均含沙量，与实际相
符；$种垂向平均含沙量的差异主要由悬沙及流速垂向分布不均匀性引起。对 $种方法的实际应
用情况进行了初步分析。
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垂向平均含沙量是泥沙理论研究与实践的重要

内容之一。冲淤平衡状态下的垂向平均含沙量即为

水流挟沙力，而挟沙力是研究泥沙输运、底床冲淤演

变的基础，同时，垂向平均含沙量也与悬移质输沙率

密切相关。常用的垂向平均含沙量计算方法主要有

$种，即基于加权平均与算术平均的方法。由于不
注意计算方法上的区别，导致这 $种垂向平均含沙
量常发生混用，因此有必要从理论及方法上探讨两

者之间的关系，对理清概念上的混乱不无益处。

首先从泥沙垂向扩散方程出发，通过推导 $种
悬沙垂向分布公式并结合对数流速分布公式，导出

$种常见的垂向平均含沙量比例关系式，并对它们
的区别与联系进行初步探讨，以加深对 $种方法的
理解。

: $种垂向平均含沙量的区别与联系

一般非冲淤平衡状态下的悬沙垂向扩散方程
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式中：!为泥沙沉速；2 为垂向上某点的含沙量；"
为引进的修正系数（或称非饱和调整系数），表征其

对不平衡含沙量分布的影响，冲淤平衡时" ^ "；#D

为泥沙垂向扩散系数；D 为垂向坐标分量。

当#D 分别取$## D 5 _ D
5 和

"
A$## 5，同时假设!

不随泥沙浓度变化，由式（"）可推得 $种常用的泥沙
垂向分布公式（式（$）即为劳斯公式，式（!）为泥沙垂
向指数分布公式）［$!!］：
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式中：!!为任取近底参考高度 " ( & 处的含沙量（有
学者［)］认为 & 相当于床面层厚度，当泥沙运动强度
不大时，爱因斯坦将其取为泥沙颗粒粒径的 "倍）；
$ 为水深，!为悬浮指标；#为卡门常数；’!为摩阻
流速。

另外，垂向流速分布常采用如下形式的对数流

速分布公式：
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式中：’ 为垂向上某处流速；( 为垂向平均流速；"+
为底床糙率高度，其值很小，与水流雷诺数以及床面

粗糙度密切相关；) 为谢才系数；* 为重力加速度。
尽管式（"）.（)）在理论上存在缺陷，但在实用

上已具有足够精度，因而在明渠、内陆河流的实践中

应用得比较广泛［*!/］，在河口海岸地区也有较多应

用［&］。 "+与 &（或理解为床面层厚度）的物理意义不
同，取值也因人而异，其计算方法已有不少理论或经

验公式［0!1］；两者的取值一般都很小，它们的值不一

定相等，以下为了计算讨论方便，在流速为零处取近

底参考高度 & 的值，即假设 & ( "+，相当于设 " ( &
处的含沙量已知，虽然这样可能会产生一定的误差，

但总体上对后面结果的分析影响不大。下面着重讨

论基于式（"）.（)）的 "种不同垂向平均含沙量计算
方法，以符号 +*和 +"表示这 "种垂向平均含沙量，
计算方法分别为［)!/］
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联立式（"）与式（)），整理后得到 +" 与 +* 的比

值%的表达式为

% #
+"
+*

# *
#)+

,- $
"+

,
-"
-( )
*

#

* , *
#)+

,- $
"+##)+

,
-"
-( )
*

（0）

若联立式（’）与式（)），则可得另一种形式的 +"

与 +*的比值%表达式：
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从式（/）、式（&）可见，+* 与 +" 表示的物理意义

不同。+*表示单位时间通过单宽断面的泥沙数量

与单宽面积之比，是算术平均的概念；+" 表示单位

时间通过单宽断面的悬移质输沙率与单宽流量之

比，是加权平均的概念。而从式（0）、式（1）可知，
"种垂向平均含沙量的比值%主要与!、/（即 "+ 0
$）以及#)+ 有关，当这些相关参量确定时，即可通

过两式求得 "种不同平均含沙量的比例关系。
首先从式（0）讨论 "种不同垂向平均含沙量的区

别。从数学上易知，-* 3 +，-" 4 +。但两者绝对值的大
小关系依赖于!与积分下限 /，即 -" 0 -* 可能大于

5 *，也可能小于 5 *。此外，,- $
"+##)+
的大小取决于 /

与#)+，可大于零，也可小于零。因此，从数值上初步

判断%的值可能大于 *，也可能小于 *。下面严格从
这几个参量的不同取值探讨%值的变化规律。
据研究，#)+取值范围为 / . *+［6］。先固定#)+

的值，同时令!在 +7+* . / 之间变化，在此情形下
讨论%随 "+ 0 $ 的变化关系。当!与 "+ 0 $ 确定时，
可采用数值积分的方法计算 -* 和 -"。#)+ 取不同

值时%随 "+ 0 $ 与! 的变化情形如图 * 所示，其中
"+ 0 $的变化范围为 +7++++* . +7"，为简便起见，图 *
中仅绘出了当#)+ 分别取 /，0，6时，!分别取 +7*，
*，"时的情形，并且横坐标以对数坐标表示。另外，
当 "+ 0 $ 分别取 +7++*及 +7+*时，%随!和#)+的变

化情况如图 "所示。

图 * 由式（0）所得%和#)+，"+ 0 $，!的关系

从图 *或图 "可见，%有以下变化规律："%的
值可大于 *，也可小于 *。当 /，!及#)+ 均较小时，
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图 ! !" " #为 "#""$和 "#"$时!与"$"及#的关系

!可大于 $；当#较大时（如# % $#!），不论 % 及"$"

取何值，!基本都小于 $。!#越大，!越小。#表
征重力作用与紊动扩散作用的对比关系，# 越大，
在相对平衡状态下含沙量沿垂向分布越不均匀，&$
和 &! 相差越大；反之则 &$ 和 &! 相差越小。""$"

越大，对 % 及# 的某一固定值，!相对就越小。

#随着 % 的递增，!逐渐减小。当 % % "#"$ 时，无
论#与"$"如何变化，!均小于 $，这与实际情况较
为一致。

式（&）中!随"$"，!" " # 与# 的变化情况如图
’、图 (所示。从图中可以看出，除曲线形式不同外，

!的变化规律与式（)）基本类似，说明采用不同含沙
量垂向分布公式，推导得到 !种垂向平均含沙量比
例关系的变化规律总体上相一致。

图 ’ 由式（&）所得!与"$"，!" " #，#的关系

上述分析表明，无论依式（)）或式（&），!值并不
一定等于 $，即 ! 种方法计算出来的垂线平均含沙
量不一定相等，其比值与 %，#及"$"的取值密切相

关，主要是由悬沙及流速垂向分布的不均匀性所造

成。在有关垂线平均含沙量的计算中，应注意分辨

这 !种方法的区别。

! 初步应用比较分析

文献［*］曾得到!的另一种表达形式：! + $ ,

图 ( !" " #为 "#""$和 "#"$时!与"$"及#的关系

$
"$"

$ ,
’!
’( )
$
。由该式得出的结论有 !点值得商榷：

其一认为!恒小于 $，其主要理由认为 ’$ - ’! ，
从而得!- $。事实上，当#较小（如# - "#$）同时
% 较大（如 % % "#".）时，有 ’$ % ’! ，即!% $；其
二，当# 较大（如# % $#.）、% 较小（如 % - $"/ .）

时，依文献［*］的表达式则会得到!- "，这显然不合
常理。

图 . 长江口某断面 (条垂线周日逐时计算 &$与 &!关系

由式（)）、式（&）计算的!不会出现上述情况。
此外，前述!的变化规律也与实际情况较吻合。实
践中垂向含沙量测量依水深不同而有六层法、五层

法、三层法等，对于施测较全面的六层法，其底层含

沙量的测量最低一般取到底床以上 "#. 0处，或取
相对水深 "#"$处，以 1层、.层或 ’层的垂向含沙量
数据，按式（)）、式（&）计算得到的!一般是小于 $
的。利用 !""! 年 * 月长江口大潮北港附近断面
（’$#(&(2 3 ’$#("(2，$!$#)’(4 3 $!$#)"(4）( 条垂线
周日逐时观测的水文泥沙资料，实测期间水深为& 3
$.0，垂向上按相对水深分 1 层同步测量流速与悬
沙，由获取的资料采用式（)）计算 &$ 和 &!，其关系
见图 .。从图 .中可发现，除极个别点外，一般有 &$
% &!，即!- $。图 .中出现个别点 &$ - &! 的现象，
与挑选资料断面所处位置的水体环境有关。长江口

处在波浪、潮流、径流的共同作用下，受水流加减速

作用、水流密度和悬沙浓度造成的水流分层、地形变
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化、风、浪等因素的影响，其水流的垂向分布结构形

式丰富多样，常见的有对数分布模式的改进形

式［!"］、考虑水流加减速影响的对数线性分布模

式［!!］、考虑水流分层影响的分布模式［!#!!$］等，同时

在波流等因素作用下的悬沙垂向分布结构形式也与

式（#）、式（$）的不尽相同［!%］。因此将式（#）、式（$）
应用于河口海岸地区会有一定的局限性（主要由其

理论推导时的一些假设决定），这也是图 &中出现个
别点 !! ’ !#的可能原因之一。总体上看，尽管出现
了异常点，但大多数情况都是 !! ( !#，说明式（)）应
用于河口地区也有一定的适应性，其普适性仍需作

进一步探讨。

!!与 !#不仅数学形式及物理意义不同，计算
结果也有不小差异。 !! 常用于一维或二维垂向平
均悬沙输运扩散的计算，!# 一般多用于悬移质输沙
率及水流挟沙力的相关计算。在冲淤平衡状态下，

按式（*）计算得到的 !# 习惯上称为水流挟沙力［%］，
也有学者将 !! 当作水流挟沙力［!］。此外，一维、二
维悬沙扩散方程及底床变形方程中，常涉及源汇项

"+的计算，"+ ,!!"（ ! - !!），其中!! 为沉降系

数，! 为垂向平均含沙量，!!为挟沙力。 ! 与 !!应
取 !!还是 !#因人而异［!，!&］。
由式（&）、式（.）以及式（)）或式（*）可得

"
#

$"
%（ $）&（ $）/ $ ’ #

# ( $""
#

$"
%（ $）/ $"

#

$"
&（ $）/ $ （0）

式（0）的意义为悬移质输沙率等于单宽流量与
垂向算术平均含沙量的乘积再乘以一个比例系数。

该式提供了一种计算悬移质输沙率的方法。

因 !! 与 !# 之间仅相差一个比例系数#，在代
入悬沙扩散方程或底变形方程时#可约去，因此选
用其中任一种皆可，但不应混用。实测水文资料发

布的垂向平均含沙量多为考虑各层流速与含沙量的

加权平均含沙量，事实上即为 !# 的一种近似计算，
泥沙数值模拟及其他相关计算中常以实测水文资料

加以验证与率定，因此，实际应用时采用加权平均含

沙量为宜。

! 结 语

垂向平均含沙量是泥沙理论研究与实践的重要

内容，常见的垂向平均含沙量计算方法有加权平均

法和算术平均法。本文根据对数流速分布以及 #种
不同悬沙垂向分布公式，推导得到 #种垂向平均含
沙量的比值表达式。通过比较发现：两者计算结果

不一定相等，其比值可以大于 !，也可以小于 !，与悬
沙及流速垂向分布的均匀性密切相关；当取近底相

对水深稍大（如大于 "1"!）时加权平均含沙量小于

算术平均含沙量，与实际情况较为一致。此外，将推

导得到的公式应用于长江口某断面 %条垂线的水文
泥沙资料进行了验证，并指出 #种计算方法在实际
应用时需注意之处，以免发生混用。
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