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自然单元法与有限元法和无单元法的比较

琚宏昌，刘平伟，张胜利

（广西工学院鹿山学院，广西 柳州 B>BE=E）

摘要：为了分析自然单元法的特点，进行了自然单元法与有限元法、无单元法的比较，介绍了自然单

元法的基本原理，即基于点集的 #$9$,$0图及其对偶 K.%+;,+5三角剖分，以自然邻节点为插值试函
数，构建平衡方程进行求解。剖析了 !种方法的基本性质，说明自然单元法、有限元法和无单元法
均具有单位分解条件。认为自然单元法是一种无网格方法，其形函数构造简单，能与有限元法一样

直接施加本质边界条件，可以求解有限元法较难处理的裂纹扩展和大变形等问题。
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自然单元法（,+8;9+% .%.H.,8 H.83$)，’FA）是一
种求解偏微分方程的新型数值方法。]9+;,等［=］于
=@@B年首先将基于 10[/$,插值的自然单元法应用于
求解高度不规则网格的偏微分方程，并指出这种数

值方法可用于有限元法的应用领域，从此，自然单元

法得到了极大的关注。

1;\;H+9等［"!!］将自然单元法应用于二维弹性力
学问题的研究，详细讨论了自然单元法在裂纹体及

材料的不连续体中的应用。_;.8$等［>!E］研究了在自
然单元法中施加本质边界条件的方法，给出了其在

固体力学和流体力学中应用的算例。X$,Y+%.Y等［Q］

对自然单元法数值积分方案和自然单元法中的体积

闭锁问题进行了研究。‘*$,,.8 等［N］基于约束
K.%+;,+5结构对自然单元法做了扩展，解决了非凸

边界上不满足线性插值的问题。_3$等［@］对二维接
近不可压缩物体的大变形问题进行了分析。_+%*$
等［=<］采用自然单元法分析了大应变超弹性问题。

(%6+9$等［==!="］采用基于"G/3+?. 的自然单元法对刚
塑性模型的三维铝挤压成型过程进行了分析，并对

自然单元法的计算精度特别是计算效率问题作了较

为深入的研究。

国内学者在自然单元法研究和应用方面也做了

很多工作。朱怀球［=!］对 10[/$, 插值基函数的性质
进行了研究，给出了基函数的一阶导数数学表达式

及其数学性质。朱合华等［=>］将自然单元法应用于

求解弹塑性问题。王兆清等［=B］对自然单元法的发

展概况及进展进行了综述。卢波等［=E!=N］对自然单

元法数值积分方案进行了研究，对有限元法、无单元
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法及自然单元法进行了比较。余天堂［!"］用自然单

元法对加锚体进行了分析计算。李武等［#$］分析了

自然单元法数值积分产生误差的各种可能的原因，

并提出使用蒙特 卡罗方法以提高数值积分的精度

和效率。戴斌等［#!］对自然单元法三维算法进行了

初步研究。曾祥勇等［##］应用自然单元法分析了

%&’()*+地基上薄板弯曲问题。蔡永昌等［#,］采用局部
-*.+/0123)*+(&’ 法建立系统平衡方程以减少自然单元
法的计算时间，提高该方法的计算效率。江涛等［#4!#5］

应用自然单元法研究了裂纹与材料边界等问题。

本文对自然单元法、有限元法和无单元法的形

函数性质进行了比较，并对自然单元法中尚待改进

的问题进行了初步探讨。自然单元法兼具无网格方

法和有限元法的优点，又克服了二者的不足，是一种

发展前景广阔的求解偏微分方程的数值方法。

! 自然单元法形函数

自然单元法虽然在构造其形函数的过程中继承

了无网格的思想，但其插值方法与无网格伽辽金方

法及再生核质点方法等有所不同。自然单元法采用

自然邻节点插值构造近似函数和试函数。

! 6! 自然邻节点插值
自然邻节点插值的概念是建立在 7/+/’/& 图基

础上的。图 !（3）所示为平面 8节点 7/+/’/&划分及
待插值点 ! 的二次 7/+/’/&结构。自然邻节点根据
空圆规则确定，即若 9*)3:’3;三角形的外接圆包含
待插值点 !，则该三角形的 , 个顶点即为待插值点
的自然邻节点。标号为 ! < 4的 4个节点构成了待
插值点 ! 的自然邻节点，待插值点 ! 与自然邻节点
一起形成的 7/+/’/& 图称为待插值点 ! 的二次
7/+/’/&结构，如图 !（=）所示。

图 ! >&=?/’和 @/’1?&=?/’插值构造示意图

自然单元法形函数通过采用自然邻点插值思想

的 >&=?/’ 或 @/’1?&=?/’ 插值构造，如图 !（=）和（A）
所示。

采用 >&=?/’插值，自然单元法形函数公式为（参
见图 !（=））

!"（!）#
$"（!）
$（!） $（!）# !

%

& # !
$&（!）

（ "，& # !，#，⋯，%） （!）

式中：$"（!）为待插值点 ! 的二次 7/+/’/&结构与初
始 7/+/’/&结构中 " 节点所对应的 7/+/’/&多边形相
互重叠部分的面积，例如在图 !（=）中，$,（ !）为四边
形 ’()* 的面积，$（ !）为四边形 +,’( 的面积；% 为 !
的自然邻节点总数。

采用 @/’1?&=?/’ 插值，自然单元法形函数公式
为（参见图 !（A））

!"（!）# ""（!）

!
%

& # !
"&（!）

"&（!）#
-&（!）
.&（!）

（ "，& # !，#，⋯，%） （#）
式中：-&（ !）为与节点 & 关联的 7/+/’/& 边的长度；
.&（!）为插值点 ! 到节点 & 的 7/+/’/&边的垂距。
利用自然邻节点坐标 !"（ !），>&=?/’ 和 @/’1

?&=?/’的位移插值格式为

/.（!）# !
%

" # !
!"（!）/" （,）

式中：/.（!）是任一点 ! 的位移；/" 为节点 " 发生的
位移。

>&=?/’ 插值需要构造二阶 7/+/’/& 图，而 @/’1
?&=?/’插值利用 7/+/’/& 单胞的边长和点到 7/+/’/&
边的距离构造插值基函数，使 @/’1?&=?/’ 插值比
>&=?/’插值的计算大为简化。>&=?/’插值在凸区域的
边界是线性精确的，但是对于凹区域的边界，插值是

不精确的，而@/’1?&=?/’插值则没有这个限制，因此采
用 @/’1?&=?/’插值，可以准确施加本质边界条件。
由自然邻节点插值的定义可知，节点的影响域

为共享该节点的 9*)3:’3;三角形外接圆的并集，如
图 #（3）所示。节点 $ 处分别采用 >&=?/’ 和 @/’1
?&=?/’插值方法构造的形函数如图 #（=）和（A）所示。

图 # >&=?/’和 @/’1?&=?/’形函数
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! !" 自然单元法形函数的性质
文献［!"］证明，自然单元法形函数满足正定性、

插值性、单位分解条件和线性一致性：

#!!"（#）! $

!"（#$）%""$

"
&

" % $
!"（#）% $

# % "
&

" % $
!"（#）#




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





"

（%）

此外，自然单元法形函数还具有在边界上满足线性

插值，以及除了在节点处 ’# 连续外，其余区域具有

’&光滑性的特点。

! !# 自然单元法基本原理
以二维弹性力学为例，说明自然单元法的基本

原理。在边界#包围的区域$，其平衡方程和边界
条件可表示为%

·! ( ! % $ 在区域$内

!·" %## 在面力边界#) 上

$ %$$ 在位移边界#*
{

上

（’）

式中：$ 为位移向量；##，$$ 分别为边界上面力和位
移；!为是相应于位移场 $ 的应力张量；! 是体力向
量；" 为区域的外法向量。
方程（’）的变分形式为

%#)
"$· #(# +%$""·!($ (

%$"$·!($ % #&"$ ’ ,$
# （"）

式中：# 为面力向量；" 为应变矩阵；,$
# 为一维

)*+*,-.空间。
将式（/）代入式（"），并考虑到检验函数节点变

量变分的任意性，可得离散系统节点变量的线性方

程为

%·& % ’ （0）

其中 -"$ %%$(1
")($($ （2）
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式中：%，&，’ 分别为刚度矩阵、节点位移矩阵和节
点力矩阵；) 为弹性矩阵；(" 为自然单元法形函数

的导数矩阵。

" 自然单元法、有限元法和无单元法形函数
的统一性

从自然单元法基本原理可以看出，在构造自然

单元法形函数的过程中不涉及矩阵的运算，而且形

函数的构造简单，其导数的计算也相对简单，满足正

定性、插值性、单位分解条件和线性一致性。

" !! 有限元法形函数的性质
有限元法是将整个求解域离散为有限个单元，

然后在单元的基础上采用分片多项式插值构造插值

函数。有限元法的形函数具有如下性质：!在节点
上插值函数的值 1"（ #$）4""$；"在单元中任一点各

插值函数之和等于 $，即"
&

" % $
1" % $。由此看出，有限

元法形函数构成了单位分解。

" !" 无单元法形函数的特性
无单元法主要依靠形函数逼近来实现。无单元

法按形函数逼近方式的不同，可分为 /类：移动最小
二乘逼近法（56)）、再生核近似法（785）和单位分
解法（9:）［$"］。
对于平面问题，56)插值可以精确再生多项式

基线性组合函数，得到满足连续性条件的方程：

"
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785和 56)的形函数具有相近的性质，两者均构成
了单位分解。

" !# /种形函数统一于单位分解
有限元法利用单元离散求解域，单元之间共享

节点，因而形成了有限元自身的覆盖。有限元形函

数构造简单，但依赖于对整个求解域的网格剖分，网

格质量直接影响计算精度。

无单元法和自然单元法通过节点的影响域实现

对求解域的覆盖。无单元法形函数构造只需要节点

的位置信息，构造过程中必须保证在每个节点的影

响域内包含“足够多同时又尽量少”的节点。“足够

多”是为了保证矩阵可逆，而“尽量少”是为了保证局

部逼近的特性。节点影响域的大小是人为给定的，

影响域的大小直接影响计算精度，而且形函数的构

造复杂，计算量大。自然单元法形函数的构造仅取

决于节点的位置信息，节点的影响域是由求解域内

节点的 ;*<*=*>结构所限定的相邻关系决定的，形函
数的构造形式简单，计算量小。

虽然构造方式不同，但有限元法、无单元法及自

然单元法形函数均构成了单位分解。另外自然单元

法和有限元法形函数是插值函数，而无单元法形函

数是逼近函数。有限元法、无单元法及自然单元法
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的形函数如图 !所示。

图 ! 规则分布节点上有限元法、无单元法及
自然单元法生成的形函数

! 自然单元法存在的问题

! "" 弱形式的积分
以 #$%&’(&)三角形作为背景积分网格，在单位正

方形区域边界上施加线性位移场，对标准 *&%$+,-(方
法的控制方程弱形式数值积分进行位移分片检验，计

算结果显示位移和应变相对误差范数分别可达到

./0 1和 ./0 !，没有通过小片检验［2］。在其进行的平衡

小片检验中位移和能量相对误差范数也分别可达到

./0 1和 ./0 !，同样未能通过小片检验。自然单元法弱

形式积分的这种误差，是由于自然单元法形函数的支

撑域不能被分解为三角形，且自然单元法形函数不是

多项式引起的。为了通过分片测试，在每个 #3&’(&)
三角形内需要采用至少 !个积分点，或采用高阶高斯
积分来减少积分误差。但这种方法不仅对提高计算

精度不明显，而且增加了计算的复杂性，造成求解效

率略低于相当精度的四节点有限元。因此自然单元

法弱形式的积分方案值得进一步研究。

! "# 节点应力恢复和边界应力精度的改善
自然单元法形函数为非多项式形式，在节点处

!/连续而其余区域 !4光滑，其在节点处的导数不

存在，这意味着自然单元法无法通过位移直接求得

节点的应变及应力值。此外，其形函数在边界上相

邻两节点间满足线性插值，这使得应力及应变在边

界上为分段常数，应力及应变值在边界上的节点处

不连续（跳跃）。因此，需要根据自然单元法算得的

位移场恢复节点上的应力及应变值，并消除其在边

界上的不连续（跳跃）现象，构造全域光滑的应力及

应变场［.5］。

文献［.6］对基于 78(9:-;:8( 插值的自然单元法
的应力恢复和误差估计进行了研究。该文采用自然

单元法求得的节点位移通过 <=> 拟合构造新的位
移场，以此位移场计算节点处的应变和应力。再利

用节点的恢复应力，采用自然邻点插值方法得到全

域光滑的应力场。

文献［6］对基于稳定协调节点积分方案的自然
单元法（(83&%97?<）的应力恢复和误差估计进行了
研究，通过 (83&%97?<方法可以方便地得到节点处
的光滑应变。以节点处的光滑应变作为相应

@8+8(8-单胞内的近似应变场，则 @8+8(8-单胞内的近
似应变场和应力场为常数，恢复应力场则通过节点

处的应力由 >-;:8(插值方法得到［25］。

$ 结 语

本文基于自然单元法、有限元法和无单元法形

函数的构造方法和特点，进行了 !种方法的比较，指
出了 !种形函数的单位分解共性以及自然单元法有
待改进的问题。自然单元法是一种基于点集的

@8+8(8-图和 #$%&’(&)三角化几何结构，以自然邻节
点插值为试函数的一种新型求解偏微分方程的数值

方法，其形函数满足正定性、插值性、单位分解条件

和线性一致性，所构造的近似函数在区域边界上具

有线性插值性，因而可以像有限元法一样方便地准

确施加本质边界条件。由于自然单元法是无网格方

法，可以方便地处理诸如复杂几何形状和裂纹扩展

等问题，因此自然单元法既具有有限元法和无单元

法的优点，又克服了两者的一些不足。自然单元法

形函数的计算不涉及矩阵求逆，也不涉及权函数及

相关参数的选择问题，可以方便实施。自然单元法

兼具无单元法和有限元法的优点，是一种很有发展

前途的数值方法。
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