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摘要：简单回顾多尺度有限元法的基本思想与发展历程，探讨多尺度有限元法基函数的构造及其边

界条件的选取，详细介绍该方法在断裂力学、结构健康监测、地下水流模拟、材料科学等领域中的应

用，并对多尺度有限元法的发展前景进行展望。
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当代科学和工程计算中涌现出越来越多的多尺

度问题，如复合材料微损伤的多尺度特征、多孔介质

中孔径尺寸的跨尺度、大型结构整体和局部间的尺

度差异以及不同尺度下的高雷诺数湍流涡现象等。

当材料结构具有多尺度特征时，将整个结构体在小

尺度下直接离散化分析往往要耗费巨大的计算机资

源，甚至不可行。寻求既节省计算资源又可以保证

计算精度的多尺度数值计算方法已成为近年来学术

界的研究热点。

迄今为止，国内外学者已提出了各种多尺度计

算方法，其中比较常用的有均匀化方法和代表体元

法等，但这些方法一般都建立在微观结构的周期性

假设基础上，在材料强度和非线性问题分析等方面

尚存在很多困难。因此，多尺度计算方法的相关研

究工作还处于起步阶段，许多具有挑战性的问题都

有待解决。

9 多尺度有限元法的基本思想与发展历程

多尺度有限元法（G;%80/-+%. 60,08. .%.G.,8 G.83$)，

X/NEX）的提出是为了求解一类在非均质复合材料、
多孔介质中控制传热和渗流等行为的椭圆（抛物）形

方程，其与传统有限元法的本质区别在于基函数。

传统有限元法的基函数构造一般依据单元节点数量

直接用多项式进行插值，所以在同一个单元内部的

材料参数（如弹性模量）必须一致。正是由于这种限

制，对于多尺度问题，传统有限元法只有在微观尺度

上进行细致的离散求解才能获得有意义的结果，这

样会导致问题的自由度数太大以致无法求解。多尺

度有限元法通过在单元上求解局部子问题进行基函

数的构造，这些基函数可以准确有效地反映材料的

微观非均质性，并可以自动地将小尺度下解的信息

代入到大尺度范围，利用有限元格式在粗网格上组

装总刚度矩阵，这样就可以在宏观层次上得到准确

有效的解，大幅度节省了计算资源和计算时间。

多尺度有限元法的基本思想可以追溯到

Y+U;/Z+等［=］提出的广义有限元法和非多项式形式
的基函数。=BBA年，S$;等［"!C］扩展了这一基本思想
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并明确提出了多尺度有限元法。在提出多尺度有限

元法之后，!"#等［$］继续对该方法进行研究，通过引
入 %&’(")*+,-&(./0 多尺度有限元法公式消除了单元
与物理尺度共振带来的二阶误差。12&03/&)等［4］使
用全局细尺度解作为构建多尺度基函数的边界条

件，将多尺度有限元法用于两相流模拟，得到了比较

准确的结果。基于多尺度有限元法的基本思想，

56&0等［7］提出了混合多尺度有限元法，运用超样本
技术求解局部 8&#9,00边值问题获得精确的多尺度
基函数。56&0等［:］研究了超样本多尺度有限元法，
使用尺度提升技术整合了微观到宏观的信息。56&0
等［;］基于粗网格的线性协调基函数和包含小尺度信

息的 <#<<-&*-/.&函数，构造了特殊的多尺度协调有限
元空间，数值试验表明采用该方法求解含有振荡参数

的椭圆形方程是可行的。=--,/(&等［>?］研究了多尺度
有限元的均匀化方案，着力整合局部细网格与全局粗

网格来获得多尺度基函数。56#等［>>］发展了基于流
动的超样本技术的多尺度有限元法，超样本单元被扩

展到全域，真实的流量边界条件被用来计算超样本单

元临时多尺度基函数。结果表明，相比常规的超样本

技术，采用流动的超样本技术所得的计算精度得到了

大幅提高。=,(0&@等［>A］发展了基于混合有限元法的
分级多尺度算法，将其用来模拟两相流问题，将多尺

度算法的应用由均匀网格推广到非均匀网格。B6,0C
等［>D!>E］发展了时空多尺度方法用以模拟周期性多相

材料的力学与传热特性等。

! 多尺度有限元法的基本原理

! F" 多尺度有限元法的基函数
考虑如下二阶椭圆方程：

!

!

G·［"（!）

!

#］$ % （# !!） （>）
式中：! 为空间坐标向量；!为问题的求解区域；描
述不同的物理现象时，"（!），# 和 % 相应地具有不
同的物理含义。

图 > 粗网格单元示意图［>$］

该方程可以代表稳态渗流方程、稳态热传导方

程、稳态电流传导方程等。此处仅以二维问题和矩

形单元为例来说明多尺度基函数的构造，而多尺度

有限元法本身并没有这些局限性。如图 >所示，取

其中 >个粗网格单元，单元内部的材料可以是非均
质的。定义粗网格单元的多尺度基函数"&（ & H > I
E），多尺度有限元法要求"& 满足以下方程：

!

!

G·［"（!）

!

"&］$ ? （"& !!&）（A）
式中：!&为粗网格单元区域。

一般来讲，"& 没有解析形式，方程（A）需要在一
定的边界条件下用数值方法求解，如常规有限元法、

有限差分法等。

! ’! 多尺度基函数的边界条件
多尺度基函数边界条件的选取至关重要，它对

多尺度有限元法的计算精度有重要影响。对于最基

本的多尺度有限元法，有两种可供选择的边界条件，

即线性边界条件和振荡边界条件。

设#& H"& "!&
（ & H > I E）为多尺度基函数在粗

网格单元 E个边界上的取值，对于线性边界条件，#&

呈线性变化，与双线性形函数的边界条件相同，如

#>在图 >所示单元 >A边界上由 >节点处的#>（ (>，

)>）H >线性变化为 A 节点处的#>（ (A，)A）H ?。另
一种值得推荐的边界条件是振荡边界条件，如图 >
所示，在边界 >A和边界 DE上，方程（A）退化为

"
"( "#（(）"#&（(）

"
[ ]( $ ? （D）

式中："#（(）分别等于 "（!）
>A
和 "（!）

DE
，分别为

"（!）在边界 >A和边界 DE上的退化形式。
与此类似，在边界 AD和边界 E>上，退化方程为

"
") "#（)）"#&（)）

"
[ ]) $ ? （E）

式中："#（)）分别等于 "（!）
AD
和 "（!）

E>
，分别为

"（!）在边界 AD和边界 E>上的退化形式。
这些退化方程的边界条件由#&（ (*，)*）H$&*确

定，有了边界条件，方程便可以由定积分解析求解。

以#>为例，在边界 >A上，方程（D）的解为

#> $
#

(A

(

3 +
"#（ +）

#
(A

(>

3 +
"#（ +）

（$）

容易发现，当 "#（ +）在边界 >A上为常数时，#> H（(A J
(）,（(A J (>）退化为线性边界条件。一般情况下，由
于材料的非均质性，边界条件是振荡的。

! ’# 超样本技术
为了避免粗网格大小与非均质材料物理尺度相

近所引起的共振效应，同时也为了构建更为合理的

多尺度基函数，进一步提高多尺度有限元法的计算

精度和收敛性，!"#等［A］提出了超样本技术，即首先
在覆盖目标粗网格单元的超样本单元上求解临时的
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多尺度基函数，然后再由临时多尺度基函数求得目

标粗网格单元的多尺度基函数。

考虑如图 !所示涵盖目标粗网格单元的超样本
单元 !"#$，首先构建超样本单元的临时多尺度基函
数，将其标识为!%（ % " # $ %），其构建方法与前面直
接在粗网格单元上构建多尺度基函数的方法完全相

同。得到!% 以后，目标粗网格单元的多尺度基函数

"% 可由式（&）计算得到：

"% & !
%

’ & #
#%’!’ （ % & # ( %） （&）

式中：#%’为常数，可由条件"%（ )’）"#%’确定，)’ 为粗

网格单元 %个节点位置坐标；对于二维问题，"%（ )’，

*’）"#%’。

图 ! 超样本单元示意图［#’］

需要指出的是，由于使用了超样本技术，多尺度

单元不再是协调的，拥有共同边界的粗网格单元所

求得的多尺度基函数在边界处会有微小的差别，即

存在细微的非协调，()*+,-*.等［%］已经证明，这种非
协调所带来的误差在实际计算中不明显，并不影响

多尺度有限元法的收敛性；同时，超样本技术的使用

明显提高了多尺度有限元法的计算精度。

! 多尺度有限元法的典型应用

多尺度有限元法自提出以后经历了快速的发

展，新的技术手段不断被提出和引入，同时也与其他

算法相结合逐步形成了一系列的多尺度算法，计算

精度不断提高，并广泛应用于众多领域。

多尺度计算模型的构造方法一般可分为尺度分

离和尺度间耦合两种［#&］，前者着眼于在分析对象的

不同部分时采用不同尺度，而后者则重点寻找宏观

与微观之间的联系。对于工程结构，目前急需基于

尺度分离思想的多尺度计算模型，即根据结构构件

或节点的复杂程度和破坏过程中的非线性程度选择

适当尺度的分析模型，并实现不同尺度模型之间的

协同计算。通过选择合适的耦合方式，实现宏观尺

度与微观尺度模型的协同计算，则可更准确地描述

结构的整体受力特征和微观破坏过程。

! /" 在断裂力学中的应用
裂纹问题普遍存在于各种材料和工程结构中，

采用常规有限元法进行裂纹扩展模拟存在网格重构

以及自由度数太大等困难，而多尺度有限元法能很

好地捕捉小尺度下材料和结构的特性，因而被广泛

地用于裂纹扩展问题的研究。

孙戬［#0］借助多尺度方法，对裂纹断裂过程区的

力学特性进行研究，分别建立宏观和介观尺度裂纹

扩展的计算模型，并推导出研究尺度与材料弹性模

量间的近似关系，为进一步分析研究裂纹尖端断裂

过程区的应力应变状况以及环境致裂裂纹扩展的定

量预测奠定了一定的理论基础。瞿伟廉等［#1］采用

多尺度有限元法对动力荷载作用下的杆系钢结构节

点疲劳裂纹扩展进行分析，先建立整体结构尺度的

杆件单元的有限元模型，进行整体结构的有限元分

析，得到整体结构各杆件的动内力，然后依据已得到

的与节点相连接的所有杆件的动内力，建立节点子

结构尺度的精确有限元模型和力学边界条件，再进

行节点区的精细有限元分析，得到节点区的动应力

场。结果表明该计算方法可以较好地预测含裂纹的

杆系钢结构节点的疲劳裂纹扩展寿命。此外，黄其

青等［#2］将有限元重合网格法扩展应用于三维线弹

性断裂力学多裂纹问题，并用此方法对三维远端拉

伸模型进行分析，结果显示，重合网格法处理裂纹问

题不仅能简化计算模型而且精度较高。遗憾的是，

该文只局限于线弹性多裂纹问题，将其扩展应用于

一般多裂纹问题还有待深入研究。

! /# 在结构健康监测中的应用
随着结构健康监测系统在土木结构中的应用，

传统的在单一宏观整体大尺度下建立的有限元模型

已不能满足健康监测和损伤评估的需要，因为大型

土木结构的工作荷载是作用在整体结构大尺度上

的，而结构损伤是发生在毫米级的结构局部细节小

尺度上的，这些局部是研究者重点关注的部位。所

以有必要建立专门针对结构健康监测和损伤评估

的、可以同时分析结构整体和局部细节特性的结构

多尺度有限元模型。

李兆霞等［!3］以两个大跨悬索桥———香港青马

大桥和江苏润扬长江公路大桥的有限元建模过程为

例，探讨了大跨桥梁结构以健康监测和状态评估为

目标的有限元模拟的技术要求、建模方案与策略。

研究表明：以结构状态评估为目标的大跨桥梁有限

元模拟必须是建立于衔接理论基础上的多尺度结构

模拟。丁幼亮等［!#］对有限元模型进行了误差分析，

指出了误差来源：对于设计资料全面的新建桥梁而

言，以安全评估为目标的精细有限元模型最主要的

误差来源是边界条件误差。从损伤诊断和模型误差

的角度看，简化有限元模型应最大限度地减小模型
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结构误差，使简化模型的理论模态参数与精细模型

在健康状态下的理论模态参数具有良好的一致性。

因此，以结构损伤诊断为目标的简化有限元模型的

结构误差是最主要的误差来源。文献［!"］还基于敏
感性分析的模型修正方法提出了大跨桥梁结构模型

误差的分层次修正理论。此外，孙正华等［!!!!#］还采

用基于灵敏度分析的方法对模型进行修正，结果表

明基于子结构方法建立的结构行为一致多尺度模型

是有效的。

! $! 在地下水流模拟的应用
地下水含水系统大多是非均质的，应用传统有

限元法或有限差分法求解这类非均质介质中的水流

问题时需要非常精细的剖分才能获得较为精确的

解。若计算区面积很大，精细剖分产生的节点数过

多，往往会超出计算机的容量，或者使计算时间过

长。所以，人们一直致力于寻求某种既可以减少剖

分的单元数又可以保证计算精度的方法，多尺度有

限元法就可以很好地实现这一目标。

多尺度有限元法是一种新的用来求解椭圆形方

程的数值方法，该方法在水文地质领域的应用报道

甚少。%&’等［!］将其应用于水文地质领域，并对参
数连续变化的简单二维稳定流问题进行求解。薛禹

群等［!(］在其基础上对水文地质参数按函数连续变

化、渐变和突变 #种非均质多孔介质中的二维地下
水稳定流、非稳定流分别用多尺度有限元法和传统

有限元法求解，将两种方法的计算结果与解析解进

行比较。结果表明多尺度有限元法比传统有限元法

有效，既节省计算工作量又有较高的精度。贺新

光［!)］基于有限体积离散和多尺度基函数之间的有

效耦合，提出了有限体积多尺度有限元法，并对非均

质多孔介质中的饱和水流问题进行了求解。在此基

础上，林琳等［!*］建立了拟三维数学模型，将多尺度

有限元法用于模拟三维地下水流问题。算例表明，

在模拟非均质多孔介质中的三维地下水流问题时，

多尺度有限单元法比传统有限单元法更有效。此

外，为了求解非均质多孔介质中的非饱和水流问题，

贺新光等［!+!!,］基于修改的皮卡迭代格式的框架，构

造了随时间发展的自适应多尺度基函数，提出了一

种自适应多尺度有限元方法，并通过数值模拟验证

了其有效性与精确性。

为了精确地求解大尺度条件下非均质多孔介质

中的饱和及非饱和水流问题，研究者提出了几种不

同但相互联系的多尺度数值方法，但有些方法还不

成熟，例如有限元方法尚不能直接用于求解水力参

数高度不连续的非均质沟道系统中的水流问题。因

此，应考虑将多尺度算法的一些思想与其他方法相

结合，以便更好地解决地下水流问题。

! $" 在材料科学中的应用
目前，多尺度有限元法被广泛应用于研究不同

尺度下材料的力学行为和缺陷。复合材料液态成型

（-./）工艺是近年发展起来的一种高性能低成本的
先进复合材料制造技术，在 -./工艺中出现的质量
缺陷（如产生气泡）会严重影响制品的性能和寿命。

因此，为了有效模拟 -./过程中不同工艺参数下树
脂的流动行为，减少气泡的形成，提高树脂的浸润效

果，张鸣翠［!0］推导出求解树脂流动模型的自适应多

尺度有限元法的数值格式，为充模过程数值模拟的

进一步研究奠定了理论基础。周妍［#1］将多尺度有

限元法与控制体有限元法结合在一起，进行树脂流

动模拟算法设计。此外，由于 -./的实际成型过程
涉及参数众多，为了完善数值模拟，还需要在其他方

面进一步研究和讨论。曹磊等［#"］运用多尺度方法

对热喷涂层的微细结构进行分析，结果表明该方法

能够精确高效地计算热喷涂层局部微细结构的应力

分布。黄均平等［#!］对简单晶体多尺度有限元计算

的能量构成进行了分析，得到了在统一理论框架下

多尺度有限元计算的统一格式。

" 结 语

随着科学技术的发展，无论是对物质机理的探

索还是实际应用都进入了微观尺度的研究层次，随

之出现的多尺度建模、分析及计算成为当前应用数

学和计算数学领域的前沿和热门课题。多尺度有限

元法作为近些年来提出的一种有效的多尺度数值计

算方法，由于其无需在小尺度上精确求解就能正确

捕捉问题的大尺度特征，因而被广泛应用于断裂力

学、结构健康监测、地下水流模拟、材料科学等各个

领域。

作为一种新的多尺度计算方法，多尺度有限元

法还有大量工作有待深入研究与探索，包括精度的

进一步提高，应用范围的推广，与其他需要构造类似

映射关系的数值方法的结合等。
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