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空间复合型裂纹的性能参数

邵摇 兵,王向东,刘梦和

(河海大学力学与材料学院,江苏 南京摇 210098)

摘要:为了进行空间复合型裂纹的应力强度因子 K 与应变能释放率 G 的关系研究,应用断裂力学

理论,基于最大主应变准则对玉型裂纹、芋型裂纹以及空间复合型裂纹的扩展进行理论分析,应用

主应变下的空间复合型裂纹开裂断裂准则推导出玉鄄芋复合型裂纹 K 与 G 的关系式,并利用有限元

软件 ANSYS 对关系式进行验证。 结果表明,该关系式计算结果与有限元软件的计算结果吻合较

好,相对误差在允许范围内。
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Study on performance parameters of spatial mixed mode crack / / SHAO Bing, WANG Xiangdong, LIU Menghe
(College of Mechanics and Materials, Hohai University , Nanjing 210098, China )
Abstract: Based on the maximum principal stress criterion, propagation of the mode玉crack, mode 芋 crack, and spatial
mixed mode crack were theoretically analyzed usingfracture mechanics theory. Then, the relationship between the stress
intensity factor K and strain energy release rate G was studied. A formula that relates K to G for mixed mode cracks玉鄄芋 was
established based on the fracture criterion of the spatial mixed mode crack under principal strain. By comparing results of the
formula with that of the finite element software ANSYS, it was determined that the former was in accordance with the latter.
Key words: maximum principal stress criterion; stress intensity factor; strain energy release rate; mixed mode cracks玉鄄芋

摇 摇 断裂力学是研究含缺陷或裂纹的物体在外界条

件(荷载、温度、介质腐蚀、中子辐射等)作用下的一

门学科,主要涉及宏观裂纹的扩展、失稳开裂、传播

和止裂规律及强度条件等方面[1鄄2]。 裂纹有 3 种:张
开型裂纹(玉型)、滑开型裂纹(域型)和撕开型裂纹

(芋型)。 在断裂力学的应用中,应力强度因子和应

变能释放率是判断含裂纹构件的断裂或计算裂纹扩

展速率的两个重要参数,目前国内外的学者对单一

型裂纹的这两个参数之间的关系已有了较成熟的研

究。 本文主要对玉鄄芋复合型裂纹的应力强度因子

和应变能释放率之间的关系进行推导。
玉鄄芋复合型裂纹问题为空间问题,比平面裂纹

问题复杂,且可能伴有分支裂纹。 本文在研究过程

中略去分支裂纹的影响,在这种情形下通过计算分

析可知玉型裂纹和芋型裂纹的开裂互不影响,因此

在分析玉鄄芋复合型裂纹时可以将过程简化。 从断

裂力学理论入手[3鄄4],基于最大主应变准则对玉型裂

纹、芋型裂纹以及玉鄄芋复合型裂纹的扩展进行理论分

析,根据已有的单一型裂纹应力强度因子 K 和应变能

释放率 G 的关系,应用主应变下的复合型裂纹开裂断

裂准则推导出玉鄄芋复合型裂纹 K 与 G 的关系式,并应

用有限元软件 ANSYS 对该关系式进行验证。

1摇 复合型裂纹的理论基础

由弹性力学平面问题可知玉型裂纹尖端附近的

应力场和位移场为
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式中:r 为裂纹尖端附近点的极坐标;兹 为开裂角;
ux,uy,uz 为位移分量;滓x,滓y,滓z,子xy,子xz,子yz为应力

分量;滋 为剪切弹性模量;淄 为泊松比;k 为关于泊松

比的关系式,平面应变状态时 k = 3-4淄,平面应力状

态时 k=3-淄
1+淄;K玉为玉型裂纹的应力强度因子。

芋型裂纹尖端附近的应力场和位移场为
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式中:K芋为芋型裂纹的应力强度因子。
由最大主应变准则可确定裂纹的开裂角[5],主

应变 着1 表达式为

着1 = 1 + 淄
8E { f1(兹)K玉 + f2(兹)K域 + [ f1(兹)K玉] 2 +

[ f2(兹)K域] 2 + 2f1(兹) f2(兹)K玉K域 + [ f3(兹)K芋] 2}
(5)

其中 f1(兹) = (2姿 - 3)cos 兹
2 + cos 3兹2

f2(兹) = (3 - 2淄)sin 兹
2 - 3sin 3兹

2

f3(兹) = 8cos 兹
2

式中:E 为弹性模量;姿 为关于泊松比的关系式,平

面应变状态时 姿= 3-4淄, 平面应力状态时 姿 = 3-淄
1+淄;

K域为域型裂纹的应力强度因子。
由式(5)可知,当 K域 =K芋 =0 时,玉型裂纹的开

裂角为零;当 K玉 = K域 = 0 时,芋型裂纹的开裂角为

零;当 K域 =0 时,主应变

摇 着1 =
1+淄
8 {E f1(兹)K玉+[ f1(兹)K玉]2+[ f3(兹)K芋] }2 (6)

根据最大主应变准则
d着1

d兹 = 0,
d2着1

d兹2 <0,可求得玉 芋

复合型裂纹的开裂角为零。 由以上开裂角均为零可

以判断出玉型和芋型单一型裂纹的开裂和玉 芋复

合型裂纹的开裂在平面应力状态下都沿着原裂纹方

向开裂[6]。

2摇 芋型裂纹 K 与 G 的关系公式推导

在断裂力学领域对玉型裂纹 K 与 G 的关系已

有较成熟的表达式[4]:
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对芋型裂纹的 K 与 G 的关系推导较少,本文以玉型

裂纹的结果为基础推导 K芋与 G芋的关系。 如图 1 所

示,设一无限宽大板,中心有初始缝长 2a 的芋型裂

纹,受与 xOz 面平行且沿 z 轴方向的剪应力 子yz作用。
芋型裂纹在开裂方向扩展的一微小长度 驻b 所做的

功为

W芋 = 乙驻b
0

1
2 子yz2uzBdz = B乙驻b

0
子yzuzdz (8)

式中:B 为板厚。

图 1摇 芋型裂纹

芋型裂纹开裂过程中闭合单位面积所做的功等

于裂纹扩张单位面积所释放的能量,因此得芋型裂

纹的应变能释放率:

G芋 = 1
B驻bW芋 = 1 + 淄

E K2
芋 (9)

3摇 玉鄄芋复合型裂纹 K 与 G 的关系公式推导

如图 2 所示,设一无限宽大板,中心有初始缝长

2a 的裂纹,受双轴拉应力 滓 和与 xOz 面平行且沿 z
轴方向的剪应力 子yz作用。

图 2摇 玉鄄芋复合型裂纹

由于玉鄄芋复合型裂纹沿着原裂纹方向开裂,根
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据线弹性断裂力学理论[7鄄9],玉鄄芋复合型裂纹在应

力作用下的总功 W玉鄄芋 =W玉+W芋+W,其中 W 为玉型

裂纹的应力在芋型裂纹位移上所做的功,由公式

(1)知在平面应力情况下 滓z = 0,由公式(4)知 ux =
uy =0,所以 W=0。
3. 1摇 玉鄄芋复合型裂纹中玉型裂纹的应力做功 W玉

设原长为 a 的玉型裂纹在开裂方向扩展的一微

小长度 驻a, 如图 3 所示(图中 uy(x)为位移分量)。
在裂纹扩展过程中释放出来的能量可由其逆过程应

力所做的功来计算。 闭合时作用在裂纹表面上的应

力由图 3 ( b) 中的零值逐渐增加到图 3 ( a) 中的

滓y(x)。 由应力场公式(1)可知当 r= x,兹=0 时有

滓y(x) =
K玉

2仔x
(10)

图 3摇 裂纹扩展长度为 驻a 时的示意图

摇 摇 由图 3(b)可看出,扩展的裂纹闭合时的位移最

初为 uy( r,兹),其中 r=驻a-x,兹=仔(图 3(a)和(b)中
坐标原点不同) ,代入位移场的公式(2)得

uy(驻a - x,仔) =
K玉

4滋
驻a - x
2仔 (2k + 2) (11)

扩展的裂纹闭合后位移为零。 在此过程中面元素

驻bdx(由于略去分支裂纹的影响,驻b 为芋型裂纹在

其 xOz 面开裂方向所扩展的长度)上作用的应力由

0 增加到 滓y,扩展的裂纹闭合时应力在 驻a 段所做

的功为

W玉 = 乙驻a
0

1
2 滓y2uy驻bdx = 驻b乙驻a

0
滓yuydx (12)

3. 2摇 复合型裂纹中芋型裂纹的应力做功 W芋

与玉型裂纹同理,在裂纹的扩展与闭合过程中

面元素 驻adz(驻a 为玉型裂纹在其开裂方向所扩展

的长度)上作用的应力由 0 增加到 子yz,扩展的裂纹

闭合时应力在 驻b 段所做的功为

W芋 = 乙驻b
0

1
2 子yz2uz驻adz = 驻a乙驻b

0
子yzuzdz (13)

由公式(6)、(12) 和(13)可推导出玉鄄芋复合型裂

纹的应变能释放率为

G玉鄄芋 = 1
驻a驻bW玉鄄芋 = 1

驻a驻bW玉 + 1
驻a驻bW芋 =

1
驻a驻b驻b乙

驻a

0
滓yuydx + 1

驻a驻b驻a乙
驻b

0
子yzuzdz (14)

再由公式(7)、(8)、(9)和(14)可得玉鄄芋复合型裂

纹 K 与 G 的关系式为

G玉鄄芋 = 1
E K2

玉 + 1 + 淄
E K2

芋 (15)

4摇 玉鄄芋复合型裂纹 K与 G关系式的理论验证

由式(15) 可知,对玉型裂纹,K芋 =0,兹=0 时有

G玉 = 1
E K2

玉 (16)

对芋型裂纹,K玉 =0,兹=0 时有

G芋 = 1 + 淄
E K2

芋 (17)

即玉鄄芋复合型裂纹 K 与 G 的关系式可以简化为单一

型裂纹的关系式,从理论上验证了式(15)的正确性。

5摇 玉鄄芋复合型裂纹 K与 G关系式的有限元验证

取一带中心裂纹的有限宽板,板厚 0郾 25m,裂纹

长 2 m,板的长和宽均为 10 m,材料的弹性模量为

30 MPa,泊松比为 0郾 3。 加载单向拉伸应力和沿 z 方
向的剪应力都为 100 Pa。 根据对称性,有限宽板只

考虑 1 / 4 建立模型[10],利用有限元软件 ANSYS 划

分网格如图 4 所示。

图 4摇 有限宽板模型的有限元网格
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通过有限元软件 ANSYS 计算得出有限宽板模

型的应力强度因子 K玉 = 4 594郾 1Pa· m1 / 2; K芋 =
6 123郾 3Pa·m1 / 2,J 积分的数值为 2郾 54。

在线弹性情况下 J 积分等于应变能释放率[2],
即 G=2郾 54 Pa·m,将 K玉和 K芋的值代入公式(15)
可得 G玉鄄芋 =2郾 33 Pa·m。

公式(15)计算结果与有限元软件计算结果的

相对误差为 8郾 2% ,考虑到所取的几何模型为有限

宽板,并非无限宽大板且 ANSYS 中的约束会稍微影

响到物体的固有模态分布,所以 8郾 2% 的相对误差

可以认为在允许范围内。 从而玉鄄芋复合型裂纹的

K 与 G 关系式的正确性得到有限元验证。

6摇 结摇 语

从断裂力学理论出发,基于最大主应变准则以

玉型裂纹的 K 与 G 关系为基础,进行了芋型裂纹 K
与 G 的关系推导,并在假设分支裂纹趋近于零的情

形下对玉鄄芋复合型裂纹的 K 和 G 关系式进行推导

和分析,并利用有限元软件对关系式进行验证。
由于玉鄄芋复合型裂纹是空间问题,仅利用最大

主应变准则和有限元软件进行验证是不够的,还有

许多方面有待做进一步的研究。
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