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倾斜岸河流和水库水面污染带下的
污染物质量浓度分布
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2. 山东省建设项目环境审核受理中心,山东 济南摇 250013)

摘要:基于静止水体中横向和垂向扩散系数不相等的瞬时线源二维扩散的解析解,推导出水面有限

宽瞬时污染源二维扩散的质量浓度分布计算公式。 在顺直倾斜岸坡大宽度深水情况下,基于横向

和垂向扩散系数不相等的角形域映射原理,推导出倾斜岸水面瞬时污染带下角形域中二维扩散污

染物质量浓度分布的理论公式。 计算与分析结果表明,在简化条件下该公式与理论解完全一致,角
形域倾角对污染物的质量浓度分布影响较大,角形域内质量浓度分布具有随倾角参数为奇、偶数而

不同的特性,计算点距离岸坡顶点越近,角形域倾角对污染物质量浓度分布的影响越大;横坐标越

大,影响越小;水深越大,影响也越小。
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Pollutant concentration distribution due to water surface pollution zone in river and reservoir with sloped鄄bank / /
WU Zhouhu1, JIA Hongyu2(1. Institute of Environmental Engineering, Qingdao Technological University, Qingdao 266033,
China; 2. Shandong Environmental Audits and Reception Center of Construction Projects, Ji薷 nan 250013, China)
Abstract: Based on the analytical solution of two鄄dimensional diffusion of the instantaneous line source in static water with
different diffusion coefficients in transverse and vertical directions, a calculation formula for concentration distribution of
two鄄dimensional diffusion of the instantaneous line source was determined for the condition of a finite鄄width water surface. A
theory formula to describe two鄄dimensional diffusion concentration distribution caused by the instantaneous surface pollution
source in an angular field was deduced based on mapping theory of an angular field with different diffusion coefficients in
transverse and vertical directions. The theory formula is suitable for the river and reservoir, which are wide and deep
enough with a straight sloped鄄bank. The calculation and analysis results show that the theory formula is in accordance with
the theoretical solution under some simplified assumptions. The slope of the angular field has a strong influence on pollution
concentration distribution, showing dual features based on the parity of the slope coefficient. From the spatial point of view,
the sloped bank effect on the distribution is more obvious near the vertex. The influence of the slope of the angular field
decreases as abscissa values and the water depth increase.
Key words: river;reservoir;sloped bank;angular field;water surface pollution zone;concentration distribution

摇 摇 各种废弃物越来越多地出现在河流和水库水

面,如来源复杂、种类繁多的各类垃圾[1] 以及石油

类和密度较小的污水等。 这些水面污染物不仅影响

自然景观,而且污染深层水体,会给水环境与水生态

带来危害。 国内外对水面污染源向水下的一维扩散

研究已取得一定成果[2鄄3],但倾斜岸河流和水库水面

污染源向水下的扩散是立面二维问题,对此问题的

研究尚不多见。 武周虎等[4鄄5] 采用解析法和数值方
法分别给出了水面半无限和有限长油膜下油滴输移

扩散方程的解析解和数值解。 武周虎[6鄄7] 还采用解

析方法给出了水库倾斜岸坡地形岸边点源排放各向

同性扩散条件下的污染混合区计算方法和简化条

件。 在此基础上,武周虎等[8鄄9]基于镜像法原理和角
形域平面镜映射试验,给出了各向异性扩散条件下

的角形域映射图,进而给出倾斜岸坡地形岸边点源

排放各向异性扩散条件下的污染物质量浓度分布的

理论解。 韦细姣[10] 对龙江金城江区段进行水污染
调查,利用二维水质数学模型进行水质达标分析。
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薛红琴等[11]在考虑了两岸边界的一次反射、污染物

的降解和背景值共同影响的条件下,给出排污口在

任意位置处的污染带特征参数的计算方法。 顾莉

等[12]从河道分汊口、交汇口、水流特性及污染物输

移特性等 4 个方面总结了分汊型河道的水流运动特

性和污染物输移扩散规律的相关研究成果,提出亟

待加强不同排放方式和不同分汊形态下污染物输移

机制等问题的研究。 武周虎[13] 基于各向异性扩散

条件下的静止水体中瞬时线源二维扩散的解析解,
推导了半无限水面瞬时污染源下和倾斜岸角形域中

二维扩散污染物质量浓度分布的理论公式,其局限

性在于不能用于常见的岸边水面任意宽度瞬时污染

源情况下的扩散计算。
本文针对文献[13]半无限水面瞬时污染源的

局限性,基于横向和垂向扩散系数不相等时静止水

体中瞬时线源二维扩散的解析解,推导水面有限宽

(任意宽度)瞬时污染源二维扩散的溶解性污染物

质量浓度分布,并在顺直倾斜岸坡大宽度深水情况

下借助于角形域映射图[8鄄9],推导出倾斜岸水面瞬时

污染带下角形域中二维扩散污染物质量浓度分布的

理论计算公式,并分析其合理性及应用范围。

1摇 水面有限宽瞬时污染源下的二维扩散

如图 1 所示,在静止水体半无限空间的半无限

水面上(y逸0,z=0),存在等强度水面有限宽瞬时污

染源(带),污染源宽度 L>0,取垂直于 yOz 平面 x 方

向的单位长度进行分析。

图 1摇 水面有限宽瞬时污染源下的二维扩散

将水面有限宽瞬时污染源看作由无数个微小的

污染线源或微元(即 yOz 坐标系上的点源,下同)d孜
所组成,每个微元的质量为 dM=md孜,其中 m 为水面

污染源强度,对每个微元来说它都要向下、向左和向

右边扩散。 设在水面下有一个点 P,其坐标为(y,z),P
点到某个污染微元的水平距离为 y - 孜 ,垂直距离为 z,
在指定时刻 P 点的污染物质量浓度 C(y, z, t)应等于

水面各微小污染源扩散到 P 点的污染物质量浓度 dC
的叠加。 根据文献[13],任意一个微小水面污染源扩

散至水下 P 点的污染物质量浓度为

dC(y - 孜,z,t) = md孜
2仔t EyEz

exp - (y - 孜) 2

4Ey t
- z2
4Ez

[ ]t
(1)

式中:Ey 和 Ez 分别为横向和垂向扩散系数。
式(1)中 孜 从零到 L 上积分,可以得到由水面

有限宽瞬时污染源引起 P 点的污染物质量浓度为

C(y,z,t) = m
2仔t EyEz

exp - z2
4Ez

( )t ·

乙L
0
exp - (y - 孜) 2

4Ey
[ ]t

d孜 (2)

将式(2) 进行变量替换,令 浊 = y-孜
4Ey t

,则有 d孜 =

- 4Ey t d浊。当 孜 = 0 时,浊 = y
4Ey t

;当 孜 = L 时,浊 =

y-L
4Ey t

。 将上述关系代入式(2)得

C(y,z,t) =
m 4Ey t

2仔t EyEz

exp - z2
4Ez

( )t ·

乙
y
4Eyt

y-L
4Eyt

exp( - 浊2)d浊 (3)

进一步简化可得

C(y,z,t) = m
仔 Ez t

exp - z2
4Ez

( )t ·

乙
y
4Eyt

0
exp( - 浊2)d浊 - 乙
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4Eyt

0
exp( - 浊2)d[ ]浊 (4)

数学上, 2
仔 乙

x

0
e -浊2 d浊 = erf(x),称之为误差函数,则

式(4)变为

C(y,z,t) = m
4仔Ez t
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4Ez
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erf y
4Ey
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(5)

摇 摇 根据误差函数 erf( x)的性质,对于固定的( z,
t)值,由式(5)得到 C(依肄 , z, t)= 0,Cmax(y, z, t)=
C(L / 2, z, t);对于固定的(y, t)值,由式(5)得到

Cmax(y, z, t)= C(y, 0, t),C(y,肄 , t)= 0,沿水深

的污染物质量浓度分布为半正态曲线。 进一步分析

发现随着扩散历时 t 的增大,污染物的最大质量浓

度减小,但扩散影响深度和横向影响范围扩大。
在式(5)中取 m = 200 g / m2,Ey = 0郾 1 m2 / s,Ez =

0郾 01 m2 / s,t = 1 800 s,L = 25 m,计算得到 C(0, 0,
1 800)= C(25, 0, 1 800)= 10郾 80 mg / L,Cmax(12郾 5,
0, 1 800)= 13郾 03 mg / L,并依次计算 z=0,z= 5 m,z =
10 m等深线和 y = -25 m,y = 0,y = 25 m 垂线上的

C(y, z, 1 800)。图 2 分别给出了静止水体中水面有
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限宽瞬时污染源下相应等深线和垂线上的污染物质

量浓度分布曲线。 由图 2 可以看出,静止水体中水

面有限宽瞬时污染源沿水深的质量浓度服从半正态

曲线分布,同一 y 值水面上的质量浓度最大,无限深

处质量浓度为零。 由于水面有限宽瞬时污染源位于

L逸y逸0 处, y < 0 和 y > L 区域的质量浓度是由

L逸y逸0区域的污染物扩散产生,所以对同一 z 值的

横向质量浓度分布在污染源中间 y = L / 2 点下方出

现最大值,中间区域出现较平的一段,向两侧呈对称

递减趋势。 当水面瞬时污染源宽度 L 很小时,沿横

向的质量浓度分布接近正态曲线。

图 2摇 水面有限宽瞬时污染源下的污染物质量浓度分布

2摇 倾斜岸水面瞬时污染带下的二维扩散

在顺直倾斜岸坡大宽度深水条件下,水面有限

宽瞬时污染带下角形域中的二维扩散见图 3(a),定
义域为 y逸0,ytan兹逸z逸0。 根据文献[8]给出的横

向和垂向扩散系数不相等的角形域映射原理,
图 3(b)给出了倾角 兹 = 60毅的角形域映射质量浓度

分布叠加示意图。

图 3摇 倾斜岸水面瞬时污染带下的二维扩散

在图 3(b)中,C0(y, z, t)为水面实源产生的二

维质量浓度分布,C1(y, z, t)和 C2(y, z, t)分别为

水面等强度像源和二重像源产生的二维质量浓度分

布。 C0(y, z, t)的表达式为式(5),C1(y, z, t)和

C2(y, z, t) 的表达式分别为式(5)中(y, z)坐标旋

转 2兹 和 4兹 得到,即像源和二重像源产生的二维质

量浓度分别为

C1(y,z,t) = m
4仔Ez t

[exp - ( - ysin2兹 + zcos2兹)2

4Ez
]t ·

(erf ycos2兹 + zsin2兹
4Ey
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4Ey
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)
t
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ù

û
úút
(7)

摇 摇 按照扩散方程单独解的叠加原理,水面有限宽

瞬时污染源下角形域中的二维质量浓度分布等于实

源、像源和二重像源在定义域内对应坐标点产生的

质量浓度分布的叠加,即 C (y, z, t)= C0(y, z, t)+
C1(y, z, t)+C2(y, z, t)。 那么,倾斜岸水面瞬时污

染带下 兹=60毅角形域中的二维质量浓度分布为

C(y,z,t) = m
4仔Ez t

移
2

i = 0
[exp - ( - ysin2i兹 + zcos2i兹)2

4Ez
]t ·

(erf ycos2i兹 + zsin2i兹
4Ey

)
t

- (erf ycos2i兹 + zsin2i兹 - L
4Ey

)é

ë
êê

ù

û
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(8)
摇 摇 根 据 文 献 [ 8 ] 的 归 纳 结 果, 当 倾 角 参 数

n n=180毅 /( )兹 为自然数时,由式(8)得到倾斜岸水

面瞬时污染带下角形域中的二维质量浓度分布为

C(y,z,t) = m
4仔Ez t

移
n-1

i = 0
[exp - ( - ysin2i兹 + zcos2i兹)2

4Ez
]t ·

(erf ycos2i兹 + zsin2i兹
4Ey

)
t

- (erf ycos2i兹 + zsin2i兹 - L
4Ey

)é

ë
êê

ù

û
úút

(9)
式(9)的适用条件为 兹 = 180毅 / n(n 为自然数)。 倾

斜岸坡顶点质量浓度为 C (0,0, t) = nm
4仔Ez t

·

erf( L
4Ey t

)= 90毅m
兹 仔Ez t

erf( L
4Ey t

)。

3摇 分析与讨论

在式 (9) 中取 L = 25 m, m = 200 g / m2, Ey =
0郾 1 m2 / s,Ez =0郾 01 m2 / s,t=1800 s, C(0, 0, 1 800)=
10郾 8nmg / L。 分别计算岸坡倾角为 兹 = 30毅,36毅,
45毅,60毅和 90毅(即 n = 6,5,4,3 和 2)时,各倾角水

面、沿 z= ytan兹 的倾斜岸坡和 y=12郾 5 m 垂线上的污

染物质量浓度分布以及各角形域中 C = 10 mg / L 的

等质量浓度线分布,见图 4 ~ 7。
由图 4 和图 5 可以看出,受倾斜岸坡角形域边

界反射产生质量浓度叠加的影响,倾角越小,倾斜岸

坡顶点质量浓度越高,倾斜岸坡顶点质量浓度与倾

角大小成反比,且计算点距离岸坡顶点越近,质量浓

度越大;反之,质量浓度越小,当横坐标 y(图 4)或

·3·
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图 4摇 各倾角水面污染物质量浓度分布

图 5摇 沿倾斜岸坡的污染物质量浓度分布

图 6摇 y=12郾 5 m 垂线上的污染物质量浓度分布

图 7摇 各角形域中 C=10 mg / L 的等质量浓度分布线

沿倾斜岸坡向水下延伸的距离(图 5)趋于无穷大时

质量浓度趋于零。 各倾角下水面横向质量浓度分布

和沿倾斜岸坡的质量浓度分布均为单调下降曲线,
并以零质量浓度线为渐近线;当 兹 = 36毅(n = 5,n 为

奇数)与 兹=60毅(n = 3,n 为奇数)时,水面横向质量

浓度分布随横坐标 y 的增大先下降到 兹=90毅时水面

横向质量浓度线之下,而后在其下方以该质量浓度

线为渐近线。 兹=36毅(n=5,n 为奇数)与 兹=45毅(n =
4,n 为偶数)时水面横向质量浓度分布线出现交叉

现象,兹=60毅(n = 3,n 为奇数)与 兹 = 45毅(n = 4,n 为

偶数)时沿倾斜岸坡的质量浓度分布线出现交叉现

象,反映了 n 为奇、偶数时角形域的边界反射产生质

量浓度叠加的影响规律不同。

由图 6 可以看出,各角形域在 y =12郾 5 m 垂线上

的质量浓度分布随水深的增大单调减小,兹=60毅,90毅
和 45毅时 y=12郾 5 m 垂线上的质量浓度分布出现交叉

现象。 由图 7 可以看出,各角形域中 C = 10 mg / L 的

等质量浓度分布线沿倾斜岸坡出现向下扩散的趋

势,在远离倾斜岸坡时等质量浓度分布线向水面上

升并出现双重变化特征:一是当 兹 = 36毅(n = 5,n 为

奇数)与 兹=60毅(n = 3,n 为奇数)时,C = 10 mg / L 的

等质量浓度分布线随横坐标 y 的增大与 兹=90毅等质

量浓度分布线交叉;二是当 兹=30毅(n = 6,n 为偶数)
与 兹=45毅(n=4,n 为偶数)时,C=10 mg / L 的等质量

浓度分布线随横坐标 y 的增大呈单调上升趋势,并
以 兹=90毅等质量浓度分布线为渐近线。 这主要取决

于在不同倾角时实源、像源和二重像源的分布位置

和二维质量浓度分布的叠加。
由以上分析结果可以看出,倾斜岸水面瞬时污

染带下二维扩散污染物质量浓度分布具有随 n 为

奇、偶数而不同的特性,讨论如下:
a. 当 兹=180毅(n = 1)时,具有水面一次边界反

射的污染物扩散为角形域扩散的特例,由式(9)得

到水面有限宽瞬时污染源条件下二维扩散的污染物

质量浓度分布为

C(y,z,t) = m
4仔Ez t

exp - z2
4Ez

( )t ·

erf y
4Ey

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
- erf y - L

4Ey

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úút

(10)

定义域为 y逸0,肄 >z>-肄 。 这一结果与式(5)完全

一致。
b. 当 兹=90毅(n = 2),且水面污染源宽度 L寅肄

时,具有水面和垂直岸各一次边界反射的污染物扩散

为角形域扩散的另一个特例,由式(9)得到半无限水面

瞬时污染源条件下二维扩散的污染物质量浓度分布为

C( z,t) = m
仔Ez t

exp - z2
4Ez

( )t (11)

定义域为 y逸0,z逸0。 式(11)表明污染物质量浓度

分布与横坐标 y 和横向扩散系数 Ey 无关,这一结果

与文献[2]水面有边界反射的瞬时平面源一维(垂
向)扩散的结果完全一致。

c. 当角形域内为各向同性扩散(Ey =Ez =E)水
体时,对于沿 z = ytan兹 倾斜岸坡的等强度有限宽瞬

时污染源,角形域中二维扩散污染物质量浓度分布

的理论计算公式可由式(9)进行坐标旋转得到:

C(y,z,t) = m
4仔Et

·

移
n-1

i = 0
{exp - [ - ysin((2i + 1)兹) + zcos((2i + 1)兹)]2

4 }Et ·

·4·
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{ [ (erf ycos((2i + 1)兹) + zsin(2i + 1)兹
4

) ]
Et

-

[erf ycos((2i + 1)兹) + zsin((2i + 1)兹) - L
4

] }
Et

摇 (12)

其中 i=0,1,2,…,n-1
y 逸0摇 摇 ytan兹 逸 z 逸0

摇 摇 取 Ey =Ez =E = 0郾 01 m2 / s,L = 25 m,其他参数同

前,分别采用式(9)和式(12)计算 兹=45毅,60毅和 90毅
时水面和岸坡有限宽瞬时污染源条件下的污染物质

量浓度分布,进行 C=10 mg / L 的等质量浓度线分析

比较,见图 8。 由图 8 可以看出,水面与倾斜岸坡有

限宽瞬时污染源在角形域中形成的等质量浓度线为

相应倾角角平分线的对称曲线,即对于角形域内的

各向同性扩散,水面有限宽污染源向水下的扩散与

倾斜岸水面有限宽污染源向上的扩散和边界反射的

机理相同,因此其等质量浓度线是以角平分线为对

称轴的对称曲线。

图 8摇 水面与岸坡有限宽瞬时污染源条件下

C=10 mg / L 的等质量浓度线比较

d. 当水面污染带宽度 L寅肄时,式(9)变为

C(y,z,t) = m
4仔Ez t

移
n-1

i = 0
[exp - ( - ysin2i兹 + zcos2i兹)2

4Ez
]t ·

1 + (erf ycos2i兹 + zsin2i兹
4Ey

)é

ë
êê

ù

û
úút

(13)

其中 (摇 摇 摇 erf ycos2i兹 + zsin2i兹
4Ey

)
t

= [sign ycos2i兹 +

zsin2i ]兹 (erf ycos2i兹 + zsin2i兹
4Ey

)
t

摇 摇 当自变量小于零时,利用误差函数是奇函数的

性质进行计算。 这一结果与文献[13]半无限水面

瞬时污染源在角形域中相应条件下扩散的质量浓度

分布完全一致。
以上讨论说明了文中倾斜岸水面瞬时污染带下

二维扩散的污染物质量浓度分布理论计算公式的合

理性。

4摇 结摇 论

a. 在横向和垂向扩散系数不相等的条件下,经
过严格的数学推导,给出了水面有限宽瞬时污染源

和倾斜岸水面瞬时污染带条件下二维扩散污染物质

量浓度分布的理论计算公式。
b. 在倾斜岸水面瞬时污染带条件下,角形域倾角

对污染物的质量浓度分布影响较大,角形域内质量浓

度分布具有随倾角参数 n 为奇、偶数而不同的特性。
c. 计算点距离岸坡顶点越近,角形域倾角对污

染物质量浓度分布的影响越大;横坐标越大,影响越

小;水深越大,影响也越小。
d. 本文所推导的公式适用于顺直倾斜岸坡大

宽度深水情况,满足倾角参数 n 为自然数的倾斜岸

水面瞬时污染带条件下二维扩散污染物质量浓度分

布的计算。
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