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无压流六圆弧蛋形断面临界水深近似算法

滕摇 凯

(齐齐哈尔市水务局,黑龙江 齐齐哈尔摇 161006)

摘要:针对六圆弧蛋形断面临界水深常用计算表达式涉及 4 个分间的分段函数、需求解超越方程、
计算工作量大的问题,依据优化拟合理论,以标准剩余差最小为目标函数,在实际工程参数取值范

围内,通过对 4 个分段函数的逼近拟合获得了一个通用的简化近似公式,该公式可使六圆弧蛋形断

面临界水深的计算大幅度简化。 该公式的精度分析及算例计算结果表明,在工程实用范围内,该公

式最大计算相对误差为 0郾 563% ,可以满足实际工程的精度要求。
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Approximation algorithm for free flow critical depth of six arcs egg鄄shaped cross鄄section / / TENG Kai (Qiqihar
Municipal Water Affairs Bureau, Qiqihar 161006, China)
Abstract: The critical depth calculation expression for the egg鄄shaped cross鄄section with six arcs presents problems as the
four piecewise functions, the demand for solution of the transcendental equation and the huge calculation load. Based on the
theory of optimal fitting by using a standard minimum remaining difference as objective function, the fitting calculation of
four piecewise functions was used to derive a simplified approximate formula within the actual engineering parameters. This
simplified formula largely simplifies the calculation process of critical depth for six arcs egg鄄shaped cross鄄section. Precision
analysis and calculation result for an example show that relative error of this formula is 0郾 563% within the actual
engineering parameters, which satisfies the current engineering accuracy.
Key words: critical depth; egg鄄shaped tunnel; optimal fitting; approximate calculation

摇 摇 随着水利机械化施工技术及工艺的不断提高,
六圆弧蛋形断面因其具有受力条件好、过流能力强、
适宜地质条件宽、节省空间及材料等显著特点,越来

越广泛地被应用于水力发电、灌溉排水及城市供排

水工程中[1鄄2]。 该断面由 6 个圆心、3 种不同半径的

6 段连续圆弧曲线构成,几何图形复杂,其无压流临

界水深计算不但涉及 4 个区间的分段函数而且需求

解超越方程,常规的解析法不能直接获解,采用试算

法[3鄄4]计算工作量很大且步骤繁琐,不便实际应用。
李若冰等[5] 通过拟合法给出了相应区间的分段近

似计算公式,计算过程有所简化,但由于公式分段,
实际应用时必须根据事先求得的界限参数选取相应

的公式, 也不便实际应用, 且最大计算误差达

1郾 6% 。 为解决常规算法及文献[5]推荐方法所存

在的问题,本文依据优化拟合原理,通过函数曲线类

型分析,在多组备选函数中以标准剩余差最小的函

数为目标函数,经逐次逼近拟合计算获得了在实际

工程参数取值范围内,用一个计算通式可完成临界

水深求解的简化公式,使计算求解过程更加简捷、直
观,便于实际应用。

1摇 无压流临界水深的基本计算公式

依据水力学原理[6],当水深为临界水深时,发
生在该断面的单位比能最小,其基本计算方程为

滋Q2

g = A3

B (1)

式中:滋 为流速分布不均匀系数,通常取为 1郾 0;Q 为

隧洞的设计过水流量,m3 / s;g 为重力加速度,m / s2;
A 为过水断面面积,m2;B 为水面宽度,m。
1. 1摇 六圆弧蛋形断面水力要素

六圆弧蛋形断面(图 1)由 3 种不同长度的半径

围绕 6 个圆心绘制出 6 段连续圆弧曲线,构成蛋形

闭合曲线,各圆弧段所对应的圆心角和半径分别为

2琢1 和 r1(对应

(

ab)、琢2 和 r2(对应

(

ef)、琢3 和 r1(对应

(

ce和

(

df)及 琢4 和 r3(对应

(

ac和

(

bd)。 各参数的关系如

下:r2 = 0郾 426 042r1,r3 = 0. 303 571r1,琢1 = 25郾 375 0毅,
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琢2 =121郾 183 8毅,琢3 =29郾 408 1毅,琢4 =40郾 128 1毅。
由图 1 的 几 何 关 系 可 以 求 得 图 中 h1 =

0郾 096 478r1,h2 =0郾 195 651r1。

图 1摇 六圆弧蛋形断面

六圆弧蛋形过水断面的水力要素为[5]

A =

0郾 5r21(2酌 - sin2酌)摇 摇 摇 摇 0 臆 酌 臆25郾 375 0毅

r21{0郾 055 681 + 0郾 092 156 伊
摇 摇 [琢4 - 茁 - sin(琢4 - 茁)] +
摇 摇 (0郾 624 969 + 0郾 303 571cos茁)(0郾 195 651 -
摇 摇 0郾 303 571sin茁)摇 摇 摇 摇 0 臆 茁 臆40郾 128 1毅
r21(0郾 242 5 + 茁1 - sin茁1 +
摇 摇 cos茁1 sin茁1)摇 摇 摇 摇 摇 0 臆 茁1 臆29郾 408 1毅

r21{0郾 614 854 + 0郾 181 512[茁2 +
摇 摇 0郾 5sin(琢2 - 2茁2)]}摇 摇 0 臆 茁2 臆60郾 591 9

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï 毅

(2)

B =

2r1 sin酌 摇 0 臆 酌 臆25郾 375 0毅
r1(0郾 392 857 + 0郾 607143cos茁) 摇 0 臆 茁 臆40郾 128 1毅
r1(2cos茁1 - 1) 摇 0 臆 茁1 臆29郾 408 1毅
摇 0郾 852 084r1 sin(0郾 5琢2 - 茁2) 摇 0 臆 茁2 臆60郾 591 9

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 毅

(3)

h =

r1(1 - cos酌) 摇 0 臆 酌 臆25郾 375毅
r1(0郾 292 129 - 0郾 303571sin茁) 摇 0 臆 茁 臆40郾 128 1毅
r1(0郾 292 129 + sin茁1) 摇 0 臆 茁1 臆29郾 408 1毅

r1{0郾 292 129 + sin琢3 + 0郾 426 042[cos(0郾 5琢2 -
摇 摇 茁2) - cos(0郾 5琢2)]} 摇 摇 摇 0 臆 茁2 臆60郾 591 9

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï 毅

(4)
式中:h 为洞内水深,m;酌、茁、茁1 及 茁2 分别为与 琢1、
琢4、琢3 及 琢2 同圆心的不同区段水深所对应的圆心

角(图 2),rad。

图 2摇 六圆弧蛋形断面计算图

1. 2摇 六圆弧蛋形断面临界水深基本计算公式

将六圆弧蛋形断面 4 个区段所对应的水力要素

(式(2)(3)(4))代入式(1),并设

k =
3
滋Q2

gr51
摇 摇 hk = h摇 摇 x =

hk

r1
(5)

式中:k 为已知综合参数;hk 为蛋形断面的临界水

深,m;x 为无量纲临界水深。
进一步整理可得六圆弧蛋形断面临界水深的基

本计算公式为

k =

0郾 5{2arccos(1 - x) - sin[2arccos(1 - x)]}{2sin[arccos(1 - x)]} -1 / 3 摇 摇 0 臆 x 臆0郾 096 478
{0郾 055 68 + 0郾 092 16{琢4 - arcsin(0郾 962 31 - 3郾 294 12x) - sin[琢4 - arcsin(0郾 962 31 - 3郾 294 12x)]} +
摇 摇 {0郾 624 969 + 0郾 303 571cos[arcsin(0郾 962 307 - 3郾 294 118x)]}(x - 0郾 096 478)}·
摇 摇 {0郾 392 857 + 0郾 607 143cos[arcsin(0郾 962 307 - 3郾 294 118x)]} -1 / 3 摇 摇 0郾 096 478 臆 x 臆0郾 292 129
{0郾 534 629 + arcsin(x - 0郾 292 129) - x + 0郾 5sin[2arcsin(x - 0郾 292 129)]}·
摇 摇 {2cos[arcsin(x - 0郾 292 129)] - 1} -1 / 3 摇 摇 0郾 292 129 臆 x 臆0郾 783 156
{0郾 614 85 + 0郾 181 51[0郾 5琢2 - arccos(2郾 347 19x - 1郾 347 19) + 0郾 5sin(2arccos(2郾 347 19x - 1郾 347 19))]}·

摇 摇 {0郾 852 084sin[arccos(2郾 347 186x - 1郾 347 186)]} -1 / 3 摇 摇 0郾 783 156 臆 x 臆

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï 1郾 0

(6)

摇 摇 式(6)包含临界水深 4 个取值区间所对应的4 个

超越方程,利用式(6)即可根据已知的 k 值采用相应

区间的计算公式计算得到无量纲临界水深 x,进而求

得临界水深 hk。 式(6)中 x 的取值范围为4 个连续区

间,值域为[0,1],而在实际工程中,较小的临界水深

即 x<0郾 08 的情况极为少见;同时,为避免洞内产生不

稳定的半有压流,DL / T 5195—2004《水工隧洞设计规

范》 [7]规定,洞内水面线以上的富余空间面积不宜小

于隧洞断面积的15% ,且净空高度不应小于0郾 4m,由
此可以求得在一般情况下,洞内最大正常水深所对应

的 x<0郾 775。 在低流速恒定流情况下,临界水深应小

于正常水深。 为使计算公式具有更宽的适用区间,将
x 的取值范围适当外延,确定为[0郾 08,0郾 82],相应地,
k 的取值范围为[0郾 0457,0郾 812]。
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2摇 六圆弧蛋形断面临界水深的近似公式及
精度分析

2. 1摇 近似公式的建立

式(6)为含有未知量 x 的不连续分段超越方

程,无法直接求解。 要解决由已知参数 k 直接求解

未知量 x 的问题,必须建立不分段通用公式,其次要

使公式尽量简化,同时还要有较高的计算精度。 为

解决这一复杂方程的求解问题,在实际工程参数取

值范围内(0郾 08臆x臆0郾 82,0郾 0457臆k臆0郾 812),假定

函数 x= f(k)可以替代式(6),依据式(6)即可通过设

定不同的 x 求得 k,并点绘 x鄄k 关系曲线,见图 3。

图 3摇 x鄄k 关系曲线

由图 3 可见,x 与 k 具有较好的幂函数关系,在
兼顾拟合精度高和表达形式简单两个条件下,构造

拟合函数为

x = A1ky + B1 (7)
式中:A1、B1 为待定系数;y 为待定指数。

采用数值拟合方法[8鄄13],以标准剩余差最小为

目标函数,即

Sm = min
移

n

i = 1
(x忆i - xi) 2

n - 1 摇 摇 ( i = 1,2,…,n)

(8)
式中:x忆i 为拟合近似值;n 为拟合计算的数组数。

经逐次逼近拟合[14鄄15]即可获得式(6)的拟合函

数为

x = 0郾 971 5k0郾 888 + 0郾 017 6 (9)
摇 摇 利用式(9)即可根据已知的 k 值求解无量纲临

界水深 x,进而完成临界水深 hk 的计算。 根据式

(9)不需进行界限判定也可推求出在已知蛋形断面

临界水深 hk 情况下的隧洞过水流量 Q,即

Q =
gr51 k3

滋 (10)

其中 摇 k = 1郾 0331(x - 0郾 017 6) 1郾 126

2. 2摇 近似公式的精度分析

为比较近似公式(9)与由 4 个分段函数构成的

式(6)的拟合精度,在实际工程参数取值范围内,选
取不同的 xi,根据 xi 所在区间代入式(6)即可计算

出与之相对应的 ki,再将 ki 代入式(9)求得与之相

对应的 x忆i ,进而可绘制由式(9)得出的 x鄄k 拟合关系

曲线(图 3),并由式(9)完成近似公式相对误差的

计算,计算结果见表 1。

zi =
x忆i - xi

xi
伊 100% 摇 摇 ( i = 1,2,…,n) (11)

式中:zi 为拟合相对误差,% ;i 为在拟合计算中所选

取的第 i 个数据。
表 1摇 式(9)相对误差计算结果

xi ki x忆i zi / % xi ki x忆i zi / %

0郾 08 0郾 0457 16 0郾 080 346 -0郾 432
0郾 09 0郾 053 454 0郾 089 692 -0郾 342
0郾 10 0郾 061 666 0郾 099 447 -0郾 553
0郾 13 0郾 088 122 0郾 129 977 -0郾 018
0郾 15 0郾 106 199 0郾 150 229 0郾 153
0郾 18 0郾 133 897 0郾 180 535 0郾 297
0郾 20 0郾 152 716 0郾 200 718 0郾 359
0郾 23 0郾 181 419 0郾 230 980 0郾 426
0郾 25 0郾 200 851 0郾 251 158 0郾 463
0郾 28 0郾 230 415 0郾 281 447 0郾 517
0郾 30 0郾 250 376 0郾 301 649 0郾 215
0郾 33 0郾 280 487 0郾 331 022 0郾 549
0郾 35 0郾 300 643 0郾 351 758 0郾 502
0郾 38 0郾 331 000 0郾 381 557 0郾 410
0郾 40 0郾 351 324 0郾 401 335 0郾 334
0郾 43 0郾 381 942 0郾 430 892 0郾 207

0郾 45 0郾 402 448 0郾 450 537 0郾 119
0郾 48 0郾 433 355 0郾 479 939 -0郾 013
0郾 50 0郾 454 068 0郾 499 510 -0郾 098
0郾 53 0郾 485 316 0郾 528 849 -0郾 217
0郾 55 0郾 506 279 0郾 548 412 -0郾 289
0郾 58 0郾 537 948 0郾 577 796 -0郾 380
0郾 60 0郾 559 229 0郾 597 432 -0郾 428
0郾 63 0郾 591 446 0郾 627 001 -0郾 476
0郾 65 0郾 613 150 0郾 646 819 -0郾 489
0郾 68 0郾 646 108 0郾 676 764 -0郾 476
0郾 70 0郾 668 394 0郾 696 916 -0郾 441
0郾 73 0郾 702 393 0郾 727 514 -0郾 340
0郾 75 0郾 725 511 0郾 748 225 -0郾 237
0郾 78 0郾 761 019 0郾 779 893 -0郾 014
0郾 80 0郾 785 576 0郾 801 697 0郾 212
0郾 82 0郾 811 481 0郾 824 616 0郾 563

由图 3 及表 1 可见,在 x 取值范围[0郾 08,0郾 82]
内,式(9)拟合曲线与式(6)的理论曲线几乎完全重

合,用式(9)替代由 4 个分段函数组成的式(6)后,
最大相对正、负误差仅分别为 0郾 563%和-0郾 553% ,
且位于常用区域边缘,平均相对误差为 0郾 029% ,拟
合相对误差小于 0郾 5%的点占总计算点数的 84% 。
由此可见,式(9)具有很高的拟合精度,可以满足实

际工程的精度要求。

3摇 计算实例

选取文献[4]中算例,已知某输水渠道为六圆

弧蛋形断面,最大半径 r1 = 1郾 5 m,试求当设计流量

Q=0郾 5 ~ 5郾 5 m3 / s时渠道内的相应临界水深 hk 值。
当 Q=0郾 5 m3 / s 时,根据已知参数由式(5)求得

k=0郾 149 717,将 k 代入式(9)即可求得无量纲水深

x= 0郾 197 522,进一步可求得临界水深 hk = r1x =
0郾 296 3 m。 由文献[4]可知,该断面临界水深的精

确值 hk =0郾 295 3 m,则在 Q = 0郾 5 m3 / s 时,式(9)的
相对误差为-0郾 333% 。 采用同样方法可完成渠道

在其他流量情况下的临界水深计算,并进行精度比

较,结果见表 2。
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表 2摇 临界水深计算结果

Q / (m3·s-1) 精确值 / m 计算值 / m 误差 / %

0郾 5 0郾 295 3 0郾 296 3 -0郾 333
1郾 0 0郾 430 9 0郾 433 2 -0郾 534
1郾 5 0郾 541 1 0郾 543 6 -0郾 456
2郾 0 0郾 638 1 0郾 639 6 -0郾 233
2郾 5 0郾 726 5 0郾 726 2 0郾 043
3郾 0 0郾 807 9 0郾 805 9 0郾 242
3郾 5 0郾 884 0 0郾 880 4 0郾 404
4郾 0 0郾 955 2 0郾 950 7 0郾 473
4郾 5 1郾 022 3 1郾 017 4 0郾 476
5郾 0 1郾 085 1 1郾 081 2 0郾 358
5郾 5 1郾 144 2 1郾 142 4 0郾 154

由表 2 可见,在上述参数计算范围内,采用式

(9)得到的计算值与精确值的最大正、负相对误差

分别为 0郾 476%和-0郾 534% ,可见,式(9)具有很高

的计算精度。

4摇 结摇 语

六圆弧蛋形断面由 6 个圆心、3 种不同半径的 5
段连续圆弧曲线构成,几何图形比较特殊,致使临界

水深计算公式包含 4 个非常复杂的分段超越方程,
采用常规计算方法求解比较困难。 本文依据优化拟

合理论,通过对 4 个分段函数的逼近拟合,获得了蛋

形过水断面临界水深求解的近似计算通式,在实际

工程的参数取值范围内不分段,该计算通式形式简

单,计算快捷,容易记忆,较好地解决了分段函数求解

计算所涉及的诸多问题。 该近似计算公式的精度分

析及算例计算结果表明,在无量纲临界水深 0郾 08臆
x臆0郾 82范围内,该公式具有很高的计算精度,最大

相对误差仅为 0郾 563% ,可以满足实际工程的精度

要求。
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