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基于重整化群方法的三棱柱单元整体破坏概率模型
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摘要:针对传统的重整化群方法不适合处理一般水工混凝土结构的问题,以正方体单元岩石破碎模

型为基础,提出并建立了基于重整化群方法的三棱柱单元混凝土结构整体破坏概率模型,通过不动

点计算分析,得到导致结构整体破坏的单元破坏概率临界值。 迭代计算结果表明,原胞级数即迭代

次数取 3 即可满足实际工程需要,若 3 次迭代后整体破坏概率仍较大,则说明单元破坏概率接近临

界值,该概率模型可从定量的角度评价混凝土重力坝的整体安全性。
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A model of overall damage probability of triangular prism unit based on renormalization group method / / GU
Peiying1,2, DENG Chang1,2, TANG Lei1,2(1. Materials & Structural Engineering Department,Nanjing Hydraulic Research
Institute, Nanjing 210029, China; 2. Key Laboratory of Water Science and Engineering, Ministry of Water Resources,
Nanjing 210029, China)
Abstract: The breakage of cube rock can be dealt from the renormalization group method. In general, the form of hydraulic
concrete structure is not of the shape of a cube. Therefore, based on the model of cube rock breakage, a model of overall
damage probability of triangular prism unit based on renormalization group method was established. The critical value of
unit damage probability leading to the overall damage of structure was obtained by analyzing and calculating the fixed point.
The results of iterative calculation show that when the number of times of iterative calculation is three,it can satisfy the need
of practical engineering. If the probability of overall damage is still great after the third iteration, the unit damage
probability is close to the critical value. The model of probability established in this paper can quantitatively evaluate the
overall safety of concrete gravity dam.
Key words: renormalization group;damage probability;concrete gravity dam; safety evaluation;overall damage

摇 摇 目前,许多混凝土结构承担着生命线工程的重

任,其失事所造成的直接、间接经济损失不可估量。
我国很多混凝土结构已进入中老年期,往往存在各

种损伤与病害。 此外,若混凝土结构遭受地震及其

他意外事故,局部破坏在所难免,那么局部破坏对整

体安全性的影响以及是否会导致整体倒塌等破坏是

目前还无法准确回答的问题,所以有必要开展水工

混凝土结构整体安全性研究。
混凝土结构损伤状况一般是通过外观破损调

查,并借助于多种无损或局部有损专项检测技术来

获得,但从某种意义上讲仅依据局部检测结果还难

以真正达到整体安全性评价的目的。 顾培英等[1]

提出了一种基于重整化群理论的混凝土结构整体安

全性评价新方法。 重整化群方法是美国威尔逊在量

子场理论中提出来的,他把量子场论中的重整化群

方法应用于临界现象研究,提出重整化群在不动点

附近的性质决定了体系的临界行为,建立了相变临

界现象理论,这是临界现象研究领域的重大突破,
1982 年威尔逊也因此获得诺贝尔物理学奖[2鄄4]。 相

变基本特点是系统变量连续变化会造成系统宏观参

数的不连续变化(突变)。 重整化群方法可处理各

种相变和临界点问题,其利用了标度不变性,先在最

小标度上研究较为简单的相互作用系统,然后将问

题重整化,进一步在大的标度下利用同样系统研究

大的相互作用系统,过程不断重复[5]。 重整化群方

法主要有 3 个方面的应用:淤多孔介质中的渗流;
于岩石破碎;盂断层破裂。

重整化群方法成功地解释了各种相变和临界点
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问题,得到尺度越来越大情况下的原胞破坏概率递

推公式,建立的是局部与整体的关系,该方法已在岩

石破碎和断层破裂等方面得到应用[6鄄16]。 由于混凝

土与岩石均属脆性材料,性能较为相似,所以可以将

重整化群方法“嫁接冶到混凝土结构。 顾培英等[17]

建立了基于小单元、大单元试验结果的混凝土局部

损伤概率确定方法,并针对数值仿真成果,提出混凝

土局部损伤概率服从二参数的 Weibull 分布。 顾培

英等[1]还针对正方体的水工混凝土结构,建立了不

等局部损伤概率与整体安全性之间的关系,但一般水

工混凝土结构不具备正方体的条件,经常包含斜面或

曲面,需分别对结构体和单元体进行处理,建立符合

实际水工混凝土结构的整体破坏概率数学模型。
重整化群方法处理大体积块体结构具有优越

性,适宜应用于重力坝的整体安全性评价。 重力坝

基本剖面呈三角形,为适应地基变形、温度变化和混

凝土的浇筑能力,用横缝将坝体分隔成若干个独立

工作坝段。 可将每个坝段作为一个整体加以分析,
坝段呈三棱柱体结构,所以需推导三棱柱单元的混

凝土结构整体破坏概率,其他斜面或曲面结构可通

过等效、补偿处理,综合利用三棱柱单元和正方体单

元数学模型得到整体破坏概率。 本文在基于正方体

单元岩石破碎概率模型的基础上,推导基于三棱柱

单元的结构整体破坏概率模型,得到导致结构整体

破坏的单元破坏概率临界值,并对实际工程的原胞

级数取值进行分析。

1摇 正方体单元岩石破碎概率模型

根据文献[1,5],正方体单元岩石破碎情况如

图 1 所示。 图 1 中破碎单元用正方体角上的黑点表

示,a、b、c、d、e、f 分别为某破碎单元数不变情况下的

不同组合形式,数字为破碎单元个数,括号内的数字

表示出现该破碎情况的次数。 图 1(n) (q) ( s) ( t)
(u)(v)是 6 种岩石整体破碎情况。

图 1 所示的模型假定 8 个单元的破碎概率相

等,用 p0 表示,分别得出 6 种情况下各自的破碎概

率,并求和, 6 种岩石破碎情况下 1 级原胞破碎概率

p1 与 1 级单元破损概率 p0 之间存在以下关系[1,5]:
p1 = p8

0 + 8p7
0(1 - p0) + 16p6

0(1 - p0) 2 +
8p5

0(1 - p0) 3 + 2p4
0(1 - p0) 4 =

p4
0(3p4

0 - 8p3
0 + 4p2

0 + 2) (1)
摇 摇 重整化后,可以将同样的方法应用于更高级原

胞,将式(1)中的下标 1、0 替换成 n+1、n,有
pn+1 = p4

n(3p4
n - 8p3

n + 4p2
n + 2) (2)

如果 1 级原胞特征长度为 2h,则第 n 级原胞的特征

长度为 2nh。

图 1摇 正方体单元岩石破碎情况示意图

2摇 三棱柱单元混凝土整体破坏概率模型

2. 1摇 公式推导

图 2 为三棱柱单元混凝土 3 级原胞三维模型示

意图。 与正方体单元岩石破碎假设类似[1,5],原胞

中每个单元要么破碎,要么完整,如果原胞两面之间

有一不破坏的“支柱冶相连,则认为原胞是完整的。
此模型也是 8 个单元组成 1 级原胞,每个原胞破坏

状况也有 256 种情况,去掉重复情况,从拓扑学角度

共有 36 种不同情况,三棱柱单元混凝土破坏情况如

图 3 所示(编号含义同图 2)。 图 3(F)(H)( I) ( J)
是 4 种原胞破坏情况。 图 4 为 6c6 和 6d6 三棱柱单

元混凝土原胞示意图,图 4 中空白部分表示破坏单

元,阴影部分表示完整单元。 6c6 具有用阴影部分

表示的非破坏“支柱冶,因而认为是完整的,而 6d6

任两个面之间没有由完整单元组成的“支柱冶支撑,
是一个破坏原胞。

图 2摇 三棱柱单元混凝土 3 级原胞三维模型示意图
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图 3摇 三棱柱单元混凝土破坏情况示意图

图 4摇 6c6 和 6d6 三棱柱单元混凝土原胞示意图

图 3 所示的模型同样假定 8 个单元的破碎概率

相等,用 p0 表示,则 8 个单元均破碎的概率为 p8
0,

7 个单元破碎 1 个单元完整的概率是 p7
0(1-p0),6 个

单元破碎 2 个单元完整的概率是 p6
0(1-p0) 2。 考虑

到每种情况出现的次数,将出现的次数乘以各自破

碎情况的概率,即为该情况的 1 级原胞破碎概率。
最后将 4 种情况下的概率求和,1 级原胞破碎概率

p1 与 1 级单元破损概率 p0 之间存在以下关系:
p1 = p8

0 + 8p7
0(1 - p0) + 12p6

0(1 - p0) 2 =
p6
0(5p2

0 - 16p0 + 12) (3)
摇 摇 重整化后,可以将同样的方法应用于更高级数,

将式(3)中的下标 1、0 替换成 n+1、n,有
pn+1 = p6

n(5p2
n - 16pn + 12) (4)

2. 2摇 不动点分析

图 5 为基于三棱柱单元混凝土整体破坏概率模

型 pn+1与 pn 的关系曲线。 为了研究不动点,将式

(4)改写成

f(x) = x6(5x2 - 16x + 12) (5)
摇 摇 令 f(x)= x,可得到不动点。 在 0<x<1 的区间

内得到 3 个不动点:x=0、0郾 924、1。
根据 f(x)在不动点邻域中的行为特征,不动点

可分为稳定和不稳定两类,如果不动点处的df(x)
dx <1,

则不动点是稳定的,否则是不稳定的。 相应于不动

点 x=0、0郾 924、1 的df(x)
dx 值分别为 0、1郾 793 6、0,所

以 x=0、1 两个不动点是稳定的,而 x=0郾 924 是不稳

定的。
为说明式(4)的迭代过程,考虑一特定情况:当

p0 =0郾 70 时,由图 5 可得 p1 =0郾 3824、p2 =0郾 0207、p3 =
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图 5摇 基于三棱柱单元混凝土整体破坏概率

模型 pn+1与 pn 的关系曲线

9郾 18伊10-10,p3 接近零,当迭代继续下去时,p肄 =0,因
此,p0 =0郾 70 时不会发生整体破坏。 当 p0 = 0郾 95 时,
p1 = 0郾 964 8、p2 = 0郾 981 9、p3 = 0郾 995 0,p3 寅1。 p* =
0郾 924 是一个临界点,它对应于混凝土发生突变式的

破坏。 所以,对于小于临界值的概率,即 0<p0<p*时,
p肄 =0,不会发生整体破坏;p*<p0<1 时,p肄 =1,发生整

体破坏;在临界值为 p*时,各级原胞破坏概率一样。

3摇 原胞级数取值讨论

若最大级原胞对应于某一有限的三棱柱混凝土

结构体,每个单元破坏概率相等且已知,则可通过式

(4)递推得到该结构整体破坏概率。 理论上讲,原
胞级数趋于无穷大,即 1 级单元尺度远小于最大级

原胞尺度时,若单元破坏概率不是临界值 p*,则整体

破坏概率只有 0、1 两种可能,即要么破坏、要么完整。
但在实际工程应用中,原胞级数不可能取很大,下面

对迭代次数进行进一步的分析。 表 1 为三棱柱单元

混凝土结构前 5 次迭代整体破坏概率计算结果。
表 1摇 三棱柱单元混凝土结构前 5 次迭代

整体破坏概率计算结果

p0 p1 p2 p3 p4 p5
0郾 10 1郾 05伊10-5 1郾 56伊10-29 寅0 寅0 寅0
0郾 20 6郾 00伊10-4 4郾 38伊10-19 寅0 寅0 寅0
0郾 30 5郾 60伊10-3 3郾 58伊10-13 寅0 寅0 寅0
0郾 40 2郾 62伊10-2 3郾 76伊10-9 寅0 寅0 寅0
0郾 50 8郾 20伊10-2 3郾 27伊10-6 寅0 寅0 寅0
0郾 60 1郾 96伊10-1 5郾 00伊10-4 2郾 18伊10-19 寅0 寅0
0郾 70 3郾 82伊10-1 2郾 07伊10-2 9郾 09伊10-10 寅0 寅0
0郾 80 6郾 29伊10-1 2郾 43伊10-1 1郾 70伊10-3 3郾 07伊10-16 寅0
0郾 90 8郾 77伊10-1 8郾 25伊10-1 6郾 94伊10-1 3郾 70伊10-1 1郾 73伊10-2

1 1 1 1 1 1

由表 1 可知,当单元破坏概率 p0臆0郾 70 时,2 次

迭代后 p2寅0;当 p0 = 0郾 80 时,3 次迭代后 p3寅0;当
p0 =0郾 90 时,3 次迭代后 p3 = 0郾 694 4,5 次迭代后

p5寅0。所以,大多数情况下,只需 3 次迭代即可获得

趋于零的整体破坏概率,这时结构完整,随着 p0 的

增大,收敛速度有所降低;若 p0 接近于临界值 p*

时,3 次迭代后 p3 仍较大,利用收敛速度可判断接

近临界值的程度。 因此,原胞级数即迭代次数取 3
即可满足实际工程需要。 此外,若迭代后整体破坏

概率增大或等于 1,则混凝土整体发生破坏。

4摇 结摇 语

传统重整化群方法只能处理正方体岩石破碎问

题,但一般水工混凝土结构不具备正方体条件,本文

提出并建立了基于重整化群方法的三棱柱单元混凝

土结构整体破坏概率模型。 通过不动点计算分析,
得到导致结构整体破坏的单元破坏概率临界值。

迭代计算结果表明,大多数情况下,只需 3 次迭

代即可获得趋于零的整体破坏概率,这说明虽然存

在局部破坏,但结构整体是安全的。 随着单元破坏

概率的增大,整体破坏概率收敛速度有所降低。 若

3 次迭代后整体破坏概率仍较大,则说明单元破坏

概率接近临界值。 若迭代后整体破坏概率增大或等

于 1,则混凝土整体发生破坏。 因此,原胞级数即迭

代次数取 3 可满足实际工程需要。
本文所提出的概率模型适用于重力坝,在确定

外载作用下,其局部破坏相应确定,建立了局部破坏

概率与整体安全性之间的关系,此模型可从定量的角

度评价混凝土重力坝的整体安全性;其他斜面或曲面

结构可通过等效、补偿处理,综合利用三棱柱单元、正
方体单元概率模型获得结构整体破坏概率。 值得一

提的是,本文模型是基于等概率三棱柱单元,仍有一

些问题有待完善,不等概率三棱柱单元的数学模型推

导及其分析成果将另文发表,下一步还将研究外力及

其他环境因素对结构整体破坏概率的影响规律。
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