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摘要:针对对流扩散方程数值耗散问题普遍缺乏明确定量指标的现状,提出了度量数值耗散程度的

定量指标及其研究方法,即借助广义“假扩散冶系数这一定量指标来度量某一离散格式的数值耗散

程度,其数值上近似等于具有相同扩散效应的真扩散所对应的扩散系数,其中真扩散效应可通过求

解纯扩散问题的高精度数值解近似得到。 采用该方法研究了三阶 QUICKEST 离散格式的数值耗散

规律,分析了时间步长、流速大小及空间步长对“假扩散冶系数的敏感性以及相关性,得到了“假扩

散冶系数的具体表达式,进而验证了该定量研究方法的可行性。
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Quantitative research method of numerical dissipation levels of convective鄄diffusive equation / / CUI Dong1,2, HE
Xiaoyan1,2, YANG Haiyan1,2(1. Shanghai Water Engineering Design and Research Institute Co. , Ltd. , Shanghai 200061,
China; 2. Shanghai Engineering Research Center of Reclamation, Shanghai 200061, China)
Abstract: Considering the fact that quantitative indicator on numerical dissipation is lacking, in this paper the quantitative
indicator and research method were given. The method is, namely, using generalized “ false diffusive冶 coefficient of the
certain indicators to measure the degree of numerical dissipation of a discrete format. The numerical value of the above
method approximately equals to the same effect on the true diffusion of the diffusion coefficient. As to the true diffusion
effect, the highly precise numerical value can be approximately obtained by the solution of the pure diffusion formulas. This
method was successfully applied to third鄄order QUICKEST discrete scheme. The overall results show that false diffusion
coefficient could be introduced to characterize the numerical dissipation level, whose value can be obtained by comparing
the true diffusion effect.
Key words: convective鄄diffusive; numerical dissipation; QUICKEST discrete scheme; fluid mechanics

摇 摇 保守性物质的对流扩散是流体力学、环境科学

领域中经常遇到的一类经典问题,可用对流扩散方

程加以描述,如式(1)所示。 该方程由非恒定项鄣c
鄣t、

对流项 u 鄣c
鄣x和 v 鄣c

鄣y、扩散项 Dx
鄣2c
鄣x2和 Dy

鄣2c
鄣y2组成,一

般采用数值离散的方法求解,但求解过程中不可避

免地会带来一定的离散误差而影响数值解的准确

性,其中影响较大的离散误差是由一阶导数项(非
恒定项、对流项)离散带来的数值耗散[1]。 数值耗

散,也称“假扩散冶,是截断误差的一种,会放大扩散

作用的效应,是对流扩散方程数值求解中普遍存在

的一个问题,且数值耗散程度越大,给数值解带来的

计算误差越大。 在应用某种研究手段研究实际对流

扩散问题之前,有必要对研究手段的数值耗散程度

有较为准确的把握,以便判断研究手段的适用性,并
尽可能地减小这种“假扩散冶效应[2]。

鄣c
鄣t + u 鄣c

鄣x + v 鄣c
鄣y = Dx

鄣2c
鄣x2 + Dy

鄣2c
鄣y2 (1)

式中:c 为物质的质量浓度;t 为时间;x、y 为直角坐
标系坐标;u、v 分别为沿 x、y 方向的流速;Dx、Dy 分

别为物质沿 x、y 方向的扩散系数。 当 u= v=0 时,式
(1)可简化为纯扩散方程;当 Dx = Dy = 0 时,式(1)
可简化为纯对流方程。

对流扩散方程求解存在的数值耗散问题,一直

受到研究人员的关注,并已取得了诸多研究成

果[1鄄9],如提出了改进离散格式、减小空间步长等减
少“假扩散冶效应的措施。 但针对不同离散格式以

及同一离散格式不同参数下的数值耗散程度尚缺乏

统一的度量指标,已有的研究往往是通过比较经典

算例数值解与解析解的差异程度、纯对流问题数值

解最大浓度随时间的降低程度等间接方式来判断数

值耗散程度的大小,这给实际应用带来不便。 针对当

前研究现状,本文提出度量数值耗散程度的定量指标
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及研究方法,并将该方法应用到三阶 QUICKEST 离散

格式的数值耗散规律的研究中,以进一步验证方法

的可行性。

1摇 定量指标的提出

数值耗散最早定义为对流扩散方程中一阶导数

项(非恒定项、对流项)离散格式的截断误差小于二

阶而引起较大数值计算误差的现象。 以二维纯对流

方程为例,当采用一阶迎风格式对非恒定项和对流

项进行数值离散时,略去三阶及三阶以上的项,其等

价表达式[10]为

鄣c
鄣t + u 鄣c

鄣x + v 鄣c
鄣y = u驻x

2 1 - u驻t
驻( )x

鄣2c
鄣x2 +

v驻y
2 1 - v驻t

驻( )y
鄣2c
鄣y2 (2)

式中:等号后两项即为数值离散引入的数值耗散项;
驻x、驻y 分别为沿 x、y 方向的空间步长;驻t 为时间步

长。 将u驻x
2 1-u驻t驻

æ

è
ç

ö

ø
÷

x 、v驻y2 1-v驻t驻
æ

è
ç

ö

ø
÷

y 分别定义为沿 x、y

方向的“假扩散冶系数,形式上起扩散系数的作用。
事实上“假扩散冶效应不仅存在于一阶离散格

式中,其他离散格式中也存在,如二阶迎风格式、三
阶迎风格式、QUICK 格式等[11]。 参照式(2),设想

其他离散格式下二维纯对流方程也可写成类似的等

价表达式:

摇 鄣c
鄣t + u 鄣c

鄣x + v 鄣c
鄣y = Dfalse(x)

鄣2c
鄣x2 + Dfalse(y)

鄣2c
鄣y2 摇 (3)

将 Dfalse定义为广义的“假扩散冶系数,用来定量表征

数值耗散程度,这样就可将“假扩散冶系数这一重要

参数的应用范围由一阶迎风离散格式推广到更多离

散格式中。

2摇 定量指标的研究方法

2. 1摇 研究方法的提出

由于数值离散的复杂性,很多离散格式难以直

接写出“假扩散冶系数的表达式。 考虑到“假扩散冶
对数值解的影响表现为放大了扩散效应,“假扩散冶
应与真扩散具有类似的扩散效应,若能找到与“假
扩散冶效应相当的真扩散,则可以认为二者具有相

同的扩散系数。 即“假扩散冶系数取值上近似等于

具有相同扩散效应的真扩散对应的扩散系数,其中

不同扩散系数下的真扩散效应,可以通过求解纯扩

散方程的高精度数值解近似得到。
以下拟采用沿单一方向(x 方向)的纯对流问题

来研究“假扩散冶效应,这样既消除了物质自身扩散

带来的影响[6],又将二维问题简化为一维,式(3)可
简化为式(4);相应地,采用单一方向(x 方向)的纯

扩散问题来模拟真扩散效应,如式(5)所示,可消除

对流项离散带来的计算误差。
鄣c
鄣t + u 鄣c

鄣x = Dfalse(x)
鄣2c
鄣x2 (4)

鄣c
鄣t = Dx

鄣2c
鄣x2 (5)

摇 摇 计算模型设置如下:计算区域为一个长 100 km、
宽 8 km、水深 10 m 的河道,计算网格采用单一矩形

网格,网格走向与河道走向一致。 当采用纯对流问

题研究“假扩散冶效应时,初始时刻设置一个 1 km伊
1 km 范围、初始质量浓度为 20 mg / L 的保守性物质

团位于河道上游,其他计算区域初始浓度为零,水体

沿河道纵向均匀流动,如图 1 所示。 当采用纯扩散

问题研究真扩散效应时,计算网格空间步长经试算

取 25 m 可达到足够精度,水体静止,初始时刻设置

1 km伊1 km 范围、初始质量浓度为 20 mg / L 的保守性

物质团位于河道中游,如图 2 所示。

图 1摇 纯对流问题下计算模型及初始浓度设置

图 2摇 纯扩散问题下计算模型及初始浓度设置

2. 2摇 基本假定的验证

本文提出的“假扩散冶系数的研究方法有一个

基本假定,即认为当真扩散与“假扩散冶具有相同扩

散效应时,二者应当具有相同的扩散系数;反过来

说,当二者具有相同扩散系数时,二者应当具有相同

的扩散效应。 为了验证这一基本假定的正确性,以
下采用“假扩散冶系数具有理论解的一阶迎风离散

格式来模拟“假扩散冶效应,与具有相同扩散系数的

真扩散效应进行对比,观察二者是否相近。 参数设

置及一阶迎风离散格式的“假扩散冶系数理论解(根
据式(2)计算得到)如表 1 所示。

表 1摇 一阶迎风离散格式不同参数下的

“假扩散冶系数理论解

组别
流速 / (m·s-1)

u v

空间
步长 / m

时间
步长 / s

“假扩散冶系数理论
解 / (m2·s-1)

Dfalse(x) Dfalse(y)

第 1 组 1郾 0 0 100 30 35 0
第 2 组 0郾 3 0郾 3 50 20 6 6

采用具有一阶迎风格式的 MIKE 21 对流扩散

模型[12]求解如图 1 所示的纯对流问题,可分别得到
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2 组参数下在时间 t = 6 h 时的“假扩散冶效应如图 3
所示(截图范围以浓度团为中心,沿河道纵向与横

向分别取 10 km 与 4 km)。

图 3摇 一阶迎风离散格式下的“假扩散冶
效应( t=6 h,单位:mg / L)

图 4摇 纯扩散问题下的真扩散效应( t=6 h,单位:mg / L)

真扩散效应通过求解图 2 所示的纯扩散问题的

高精度数值解近似得到,其中非恒定项采用一阶迎

风格式离散,扩散项采用二阶中心差分格式离散,对
大多数有实际意义的问题,二者的离散精度已能满

足需要[1]。 表 1 所示的 2 组扩散系数对应的 t = 6 h
时真扩散效应如图 4 所示。 对比图 3 与图 4 可以看

出,“假扩散冶与真扩散呈现出几乎完全一致的扩散效

应。 这说明当真扩散与“假扩散冶具有相同扩散系数

时,二者具有相同扩散效应的基本假定是成立的;反
过来说,当真扩散与“假扩散冶具有相同扩散效应时,
二者具有相同扩散系数的基本假定也是成立的。

2. 3摇 纯扩散问题的高精度数值解

通过求解图 2 所示的纯扩散问题的高精度数值

解,近似得到单一方向(x 方向)扩散系数取值为 0
~ 50 m2 / s 之间的浓度场分布情况,其中部分取值下

的浓度场纵断面分布如图 5 所示。 为方便实际应

用,本文根据图 5 呈现的浓度场纵断面分布特征,并
参考以往研究成果,选用物质团在静水中扩散 6 h
与 12 h 后对应的扩散范围(以 0郾 5 mg / L 包络范围来

统计扩散范围)与最大浓度值来表征不同扩散系数

下的扩散效应,如图 6 所示。 当研究某种离散格式

数值耗散程度时,可采用相应的离散格式求解图 1
所示的纯对流问题,统计得到 t = 6 h 与 t = 12 h 的物

质团扩散范围与最大浓度值,通过查图 6,找到相对

应的“假扩散冶系数。

图 5摇 部分扩散系数下的浓度场纵断面分布

图 6摇 扩散系数与物质团扩散范围及最大浓度值的关系

·01·
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此外,通过图 5、图 6 还可以看出,扩散作用的存

在使保守性物质团最大浓度值降低程度明显,当扩散

系数分别取 5 m2 / s 与 30 m2 / s 时,经过 6 h 单一方向

的扩散,物质团最大浓度分别由 20 mg / L 降低至

14郾 6mg / L与 6郾 95mg / L,降低幅度分别为 27%与 65%。

3摇 研究方法的初步应用

以下以三阶 QUICKEST 离散格式为例介绍度量

数值耗散程度的定量方法在研究某一离散格式下数

值耗散规律中的应用,三阶 QUICKEST 格式由广泛

应用于一维数值模拟的二次迎风插值格式———
QUICK 格 式 演 变 而 来, 三 阶 QUICKEST 格 式 在

QUICK 格式的基础上加以改进,将应用范围扩展至多

维[3]。 利用当前节点值、上游最近的 2 个节点值、下
游最近的 1 个节点值等 10 个节点共同构造差分[3]

(式(6)),表达式复杂,难以直接确定“假扩散冶系数。
c(n+1)j,k =c(n)j,k A1 + c(n)j +1,k A2 + c(n)j,k+1 A3 + c(n)j -1,k A4 +

c(n)j,k-1 A5 + c(n)j -2,k A6 + c(n)j,k-2 A7 + c(n)j -1,k-1 A8 +

c(n)j -1,k+1 A9 + c(n)j +1,k-1 A10 摇 摇 (u > 0) (6)
式中:n 为时间步长的编号;j 为节点沿 x 方向的编

号;k 为节点沿 y 方向的编号;A1 ~ A10为系数。
由式(2)可知,“假扩散冶系数一般与时间步长、

流速 大 小、 空 间 步 长 有 关。 为 了 得 到 三 阶

QUICKEST 离散格式的数值耗散规律,分别研究了

时间步长、流速大小、空间步长对“假扩散冶系数的

敏感性以及相关性。
3. 1摇 时间步长的敏感性及相关性

采用三阶 QUICKEST 离散格式分别研究了 驻x
=100 m、200 m 两组空间步长(流速以 0郾 5 m / s 为

例)下的“假扩散冶效应,通过查图 6 可以得到相对应

的“假扩散冶系数,如图 7 所示。 可以看出,时间步长

对“假扩散冶系数不敏感,改变时间步长,“假扩散冶系
数几乎不受影响(理论上改变时间步长会对舍入误差

略有影响,因而造成计算结果之间的微小差异)。

图 7摇 三阶 QUICKEST 离散格式下时间

步长对“假扩散冶系数的敏感性

3. 2摇 流速大小的敏感性及相关性

采用三阶 QUICKEST 离散格式分别研究了

100 m、200 m 两组空间步长下流速大小取 0郾 1 ~ 2 m / s

时对应的“假扩散冶效应,通过查图 6 可以得到相对

应的“假扩散冶系数如图 8 所示。 可以看出,流速大

小对“假扩散冶系数敏感,改变流速大小,“假扩散冶
系数会随之变化。 采用趋势线拟合发现,三阶

QUICKEST 离散格式下“假扩散冶系数与流速的 0郾 5
次方呈相当好的拟合关系。

图 8摇 三阶 QUICKEST 离散格式下“假扩散冶
系数与流速大小的相关关系

3. 3摇 空间步长的敏感性及相关性

采用三阶 QUICKEST 离散格式分别研究了

0郾 5 m / s、2m / s 两组流速下空间步长取 25 ~ 500m 时

的“假扩散冶效应,通过查图 6 可以得到相对应的

“假扩散冶系数如图 9 所示。 可以看出,空间步长对

“假扩散冶系数相当敏感,改变空间步长,“假扩散冶
系数会发生较大变化。 采用趋势线拟合发现,三阶

QUICKEST 离散格式下“假扩散冶系数与空间步长的

2 次方呈相当好的拟合关系。

图 9摇 三阶 QUICKEST 离散格式下“假扩散冶
系数与空间步长的相关关系

3. 4摇 “假扩散冶系数的表达式

由图 8、图 9 可以看出,三阶 QUICKEST 离散格

式下的“假扩散冶系数与流速的 0郾 5 次方及空间步

长的 2 次 方 呈 正 相 关 关 系。 因 此, 认 为 三 阶

QUICKEST 离散格式下“假扩散冶系数可写成

Dfalse(x) = 浊u1 / 2驻x2 (7)
式中 浊 为系数,可由图 8 及图 9 的拟合关系推求得

到。 以图 8 为例,当空间步长为 100m 时,由 Dfalse(x)=
浊u1 / 2 驻x2 = 1002u1 / 2 浊 = 0郾 75u1 / 2, 可 推 求 出

浊=7郾 5伊10-5。由图 9 亦可得到 浊=7郾 5伊10-5。 因此三阶

QUICKEST 离散格式下“假扩散冶系数表达式可写为

Dfalse(x) = 7郾 5 伊 10 -5u1 / 2驻x2 (8)
(下转第 74 页)
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4摇 结摇 论

a. 可借助广义“假扩散冶系数这一定量指标来

度量某一离散格式的数值耗散程度,“假扩散冶系数

数值上近似等于具有相同扩散效应的真扩散所对应

的扩散系数,其中真扩散效应可通过求解纯扩散问

题的高精度数值解近似得到。
b. 采用该定量研究方法,成功得到了三阶

QUICKEST 离散格式的数值耗散规律,验证了该定

量研究方法的可行性。
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