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冰体力学本构模型的构建

孟闻远,郭颍奎

(华北水利水电大学土木与交通学院,河南 郑州摇 450011)

摘要:为建立不同条件(温度、加载速率、围压)下冰的力学本构模型,采用理论分析和试验研究相

结合的方法,通过比较冰的单轴压缩试验和比例加载条件下三轴压缩试验的应力 应变曲线特征,
确定选用幂强化力学本构模型来描述冰体受力时的应力 应变关系;根据三轴压缩试验数据,采用

最小二乘法曲线拟合,建立了两种试验条件下冰的力学本构模型;误差分析结果表明,所建立的冰

体力学本构模型是比较准确的。
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Construction of mechanics constitutive model of ice / /MENG Wenyuan, GUO Yingkui (School of Civil Engineering and
Communication, North China University of Water Resources and Electric Power, Zhengzhou 450011, China)
Abstract: In order to establish the mechanics constitutive models of ice in different conditions (i. e. , temperature, loading
rate, and confining pressure), through the theoretical analysis and experimental research, we compared the characteristics
of ice stress鄄strain curve in uniaxial compression test and triaxial compression test under proportional loading condition.
Then, we described the relationship between stress and strain of ice by adopting the mechanics constitutive model of power
hardening. Moreover, according to the data from the triaxial compression tests, we established the mechanics constitutive
models in the two test conditions by using least squares curve fitting. Overall, the error analysis showed that the mechanics
constitutive model of ice is comparatively accurate.
Key words: ice; mechanics constitutive model; model building; triaxial compression test; least squares; curve fitting

摇 摇 目前,国内外开展的冰体力学试验研究较少,我
国近几年一些单位相继建立了冰力学试验室,还装

备了大比例模型试验的冰容器和冰池[1鄄2],但在冰体

力学性能、计算理论以及防凌减灾技术措施等方面

仍无太多成熟的成果。 冰体爆破三向受力的状态是

客观的,而目前研究仍在单向受力试验的状态下进

行[3鄄6],不能真实反映冰体受力状态与物理性能,冰
的三轴力学试验国内目前还是空白。 随着全球气候

变化异常和沿河两岸经济建设发展,黄河、黑龙江等

流域受凌汛危害影响越来越严重[7],为有效解决冰

凌灾害的影响,开展有关冰的三轴压缩力学试验、构
建冰的力学本构模型尤为重要。 本文在冰体单轴压

缩试验和比例加载条件下三轴压缩试验的基础上,
建立了围压 1郾 5 MPa、加载速率 0郾 1 mm / min,温度分

别为-5益和-10益两种试验条件下冰的力学本构模

型,可为冰凌灾害防治研究提供一定的理论依据。

1摇 冰的力学试验

为建立冰的力学本构模型,本研究前期开展了

冰的单轴压缩力学试验和三轴压缩力学试验。
1. 1摇 冰的单轴压缩力学试验

参照有关材料力学性能试验标准[8],冰的单轴

压缩力学试验采用人工制作的 50 mm伊100 mm 圆柱

体试件,所用设备和工具主要有低温冰柜、不锈钢

管、塑料桶、切割机和钢锯等,需经过冷冻、取样、切
割和加工等多道程序,试验所用仪器为微机控制电

液伺服万能试验机,主要测试抗压特征,试验得到的

典型应力 应变曲线如图 1 所示。
1. 2摇 冰的三轴压缩力学试验

冰的三轴压缩力学试验采用 50 mm伊100 mm 圆

柱体冰试件,试验仪器为微机伺服高低温三轴试验

机。 为了获取三轴加载下的应力 应变曲线,通过比
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例加载,得到较为典型的冰的应力 应变曲线如图 2
所示。

图 1摇 单轴压缩试验冰的应力 应变曲线

图 2摇 比例加载条件下三轴压缩试验冰的应力 应变曲线

通过三轴压缩试验,得到-5益和-10益两种试

验条件下、不同时刻冰的应力 滓 和应变 着 数据,具
体可参见表 1 和表 2。

2摇 冰体力学本构模型的构建

2. 1摇 冰体力学本构模型的选择

对于不同的材料和不同的应用领域,可以采用

不同的变形体模型。 力学本构模型的选择必须符合

材料的实际情况,以反映结构或构件中的真实应力

及应变状态。 此外,选择的力学本构模型数学表达

式应足够简单,以方便具体问题的数学求解。 常用

的简化力学本构模型有理想弹塑性力学模型、线性

强化弹塑性力学模型、幂强化力学模型和理想刚塑

性力学模型[9鄄10]。
图 1 和图 2 试验结果表明,冰的单轴压缩力学

试验应力 应变曲线(图 1)和比例加载条件下三轴

压缩应力 应变曲线(图 2)均符合幂强化力学模型

特征(图 3),且三轴压缩试验与单轴压缩试验的应

力 应变曲线有较好的形态拟合性,这也证实了“单
一曲线假设冶的正确性,由此推定冰材料采用幂强

化力学模型具有合理性。
由于冰体强度较小,从受力到破坏一直应是主

动加载、主动变形的过程,没有卸载的过程,同时,冰
体的脆性、低强度特点,决定了整个破坏过程也是在

小变形范围,因此冰材料本构模型采用幂强化力学

模型是理想的,可方便计算。

图 3摇 幂强化力学模型应力 应变曲线

幂强化力学模型可以避免解析式在 着=着s(达到

屈服应变)处的变化,本文根据三轴压缩试验结果

进行拟合,即取

滓i = A着m
i (1)

其中

滓i =
2
2 ( s1 - s2) 2 + ( s2 - s3) 2 + ( s3 - s1) 2

着i =
2
3 (e1 - e2) 2 + (e2 - e3) 2 + (e3 - e1) 2

式中:s1、s2、s3 为应力偏量分量;e1、e2、e3 为应变偏量

分量;m 为幂强化系数(见图 3),介于 0 与 1 之间,
曲线在 着=0 处与 滓 轴相切,且有

滓 =
A着 摇 摇 m = 1
A 摇 摇 m ={ 0

(2)

m=1 代表理想弹性模型,若将式中的 A 用弹性模量

E 代替,则为胡克定律的表达式;m = 0 时,若将 A 用

滓s 代替,则为理想塑性(或称刚塑性)力学模型。 由

式(2)可知,这两条线在 着 = 1 处相交。 式(1)中幂

强化系数 m 可以在较大范围内变化,解析式比较简

单,所以式(1)常被采用。
2. 2摇 最小二乘法曲线拟合

冰体力学本构模型采用最小二乘法拟合,令拟

合直线方程为

Y = a0 + a1X (3)
式中 a0、a1是任意实数。 应用最小二乘法原理,将实

测值 Yi 与计算值的离差的平方和最小作为优化判

据,通过求导,得到的两个以 a0、 a1 为未知数的

方程:

a0 = 1
n鄱

n

i = 1
Yi -

1
n 鄱

n

i = 1
X( )i a1 (4)

a1 =
n鄱

n

i = 1
(X iYi) - 鄱

n

i = 1
X i鄱

n

i = 1
Yi

n鄱
n

i = 1
X2

i - 鄱
n

i = 1
X( )i

2
(5)

摇 摇 将式(4) (5)代入式(3), 即得到回归线性方

程[11鄄12],也就是本文的数学模型。
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2. 3摇 冰体力学本构模型的建立及误差分析

2. 3. 1摇 力学本构模型的建立

为便于拟合,对式(1)两边取对数将该函数线

性化,即
lg滓 = lgA + mlg着 (6)

令 lg滓=Yi、a0 = lgA、a1 =m、X i = lg着,则有

Yi = a0 + a1X i (7)
对于 a0 和 a1,采用最小二乘法计算。

根据三轴压缩试验测得的数据(滓 和 着),由 lg滓=
Yi、X i = lg着,可得到-5益和-10益两种试验条件下的

相关数据如表 1 和表 2 所示。
表 1摇 -5益试验条件下三轴压缩试验数据

滓 /MPa 着 / 10-3 Yi XiYi X2
i

1. 769 0. 858 0. 571 -4. 03 49. 86
5. 282 1. 619 1. 664 -10. 69 41. 29
5. 641 2. 124 1. 730 -10. 65 37. 88
7. 051 7. 117 1. 953 -9. 66 24. 46
9. 179 8. 112 2. 217 -10. 67 23. 18

10. 231 9. 607 2. 325 -10. 80 21. 58
10. 590 10. 600 2. 400 -10. 73 20. 67
11. 282 11. 103 2. 423 -10. 90 20. 25
12. 662 11. 407 2. 539 -11. 36 20. 01
12. 692 11. 710 2. 541 -11. 30 19. 78
13. 051 12. 014 2. 569 -11. 36 19. 55
13. 410 12. 402 2. 597 -11. 40 19. 27
14. 103 12. 691 2. 646 -11. 56 19. 07
14. 462 13. 011 2. 671 -11. 60 18. 85
合摇 计 124. 375 30. 846 -146. 71 355. 70

表 2摇 -10益试验条件下三轴压缩试验数据

滓 /MPa 着 / 10-3 Yi XiYi X2
i

7. 051 1. 749 1. 953 -12. 40 40. 31
7. 410 2. 326 2. 003 -12. 14 36. 77
8. 103 2. 735 2. 092 -12. 35 34. 83
9. 872 3. 232 2. 290 -13. 13 32. 89

10. 590 3. 784 2. 360 -13. 16 31. 10
10. 949 4. 250 2. 393 -13. 07 29. 82
11. 282 4. 783 2. 423 -12. 95 28. 54
11. 641 5. 179 2. 455 -12. 92 27. 70
12. 000 4. 989 2. 485 -13. 17 28. 10
合摇 计 33. 027 20. 454 -115. 29 290. 06

根据表 1 和表 2,由式(4)和式(5)可求出 a0 和

a1,再根据 a0 = lgA、a1 =m 可得到 A 和 m,对于-5益
试验条件下的三轴压缩试验,可计算得 a0 = 5郾 225,
a1 =0郾 609,A = 185郾 9,m = 0郾 609;对于-10益试验条

件下的三轴压缩试验,可计算得 a0 = 5郾 262, a1 =
0郾 528,A=192郾 8,m=0郾 528,即两种试验条件下冰的

应力 应变关系分别为

滓 = 185郾 9着0郾 609 (8)
滓 = 192郾 8着0郾 528 (9)

摇 摇 利用 MATLAB 软件,可将式(8) (9)拟合成曲

线如图 4 所示。

图 4摇 三轴压缩试验冰的力学模型曲线

2. 3. 2摇 误差分析

拟合优度[12鄄13] 是指回归直线对观测值的拟合

程度,显然若观测点离回归直线近,则拟合程度好;
反之则拟合程度差。 度量拟合优度的统计量是可决

系数(亦称确定系数 R2):

R2 =
移

n

i = 1
( ŷi - 軃y) 2

移
n

i = 1
(yi - 軃y) 2

(10)

式中:R2 为可决系数;ŷi 为预测值;軃y 为平均值;yi 为

实测值。
由式(10)可知,R2 的取值范围是[0,1],R2 的

值越接近 1,说明回归直线对观测值的拟合程度越

好;反之,R2 的值越接近 0,说明回归直线对观测值

的拟合程度越差。 由式(10)可计算得本试验两种条

件下,式(8)和式(9)的拟合优度分别为 0郾 900 2 和

0郾 955 4, 可见两种试验条件下冰体力学本构模型拟

合都非常理想。

3摇 结摇 论

a. 相对于单轴压缩试验,本文三轴压缩试验测

得的冰体力学参数更接近实际,更加准确。
b. 冰体力学本构模型符合幂强化力学本构模

型特征。
c. 拟合曲线(图 4)符合幂强化力学模型的特

点,证明了所选力学本构模型的正确性。
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